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ECUACIONES DIFERENCIALES INTRINSECAS DE UNA CURVA PLANA MOVIL

\bstract

In this paper are presented equations for mo-
ing plane curves in terms of their geometrical
nd kinematical invariante (i.e. arc lengthe, cur-
ature and speed of propagation). It is also
nown that these equations give the full descrip-
on of the motion of a plane curve, in the pre-
se sense that any other equation or invariant is
consequence of the set here stated.

Introduccién

Se presenta con mucha frecuencia la necesi-
\d de considerar “movimientos” de figuras geo-
étricas relacionadas con problemas fisicos. Tal
el caso, por ejemplo, de las isolineas que apa-
cen en los mapas meteoroldgicos describiendo
zrtos campos variables con el tiempo (presidn,
mperatura, espesores, etc.), frentes metreorold-
>os o frentes de onda. En todas estas situacio-
s nos enfrentamos a una curva plana que cam-
v su forma y posicidn con el tiempo, originan-
asi una familia uniparamétrica de curvas pla-
s a la que llamaremos de modo genérico cur-
movil.

Es un hecho bien conocido que una curva pla-
esta completamente caracterizada por una va-
ble s (su longitud de arco), una funcién de clla
su curvatura), salvo su posicién y orientacién
el plano. LLa caracterizacién de una curva mo-
es mucho mds compleja, sin embargo, debido
recho de que su forma (dada por su curvatu-
cambia con el tiempo, como ocurre también

1 su longitud de arco y su posicién en el pla-
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no. Veremos en la seccidén 2 que todos estos cam-
bios pueden describirse igualmente de infinitos
modos, lo que significa que muchos “movimien-
tos” distintos pueden dar lugar al mismo esque-
ma de curvas; el teorema 2.1 establece la rela-
ci6n general entre todos ellos, destacando como
mas sencillo geométricamente el efectuado en la
direccién normal. A pesar de esto es natural
prestar especial atencién 2 los movimientos da-
dos en términos de la longitud de arco como un
parametro fundamental de la curva, tanto desde
un punto de vista geométrico como sobre todo
fisico, junto al hecho de que cualquier otro caso
puede reducirse a éste.

Por las razones expuestas en la seccion 3, no
se puede esperar que el movimiento de la curva
pueda ser arbitrario, es decir que su velocidad
pueda ser cualquier funcién de su longitud de
arco y del tiempo; en este sentido se deducen dos
ecuaciones a que deben satisfacer la curvatura y
velocidad con independencia de la posicion y
orientacién iniciales. El teorema 3.1 establece
que este es un conjunto completo de ecuaciones,
y con ello que la curvatura y velocidad son a su
vez un conjunto completo de invariantes, para la
descripcidon de una curva mévil; por este motivo
lo llamamos teorema fundamental de la cinemaé-
tica de las curvas planas. Se sugiere también al-
gunas aplicaciones del mismo.

2. Velocidad de desplazamiento de una
curva movil

Sea f(x, y, t) = 0 una ecuacién implicita de una

curva mévil. Desde un punto de vista meramen-



te geométrico, cualquier curva plana destaca de
modo natural una direccién en el plano: la nor-
mal a ella en cada uno de sus puntos. Teniendo
esto en cuenta, parece natural describir el cam-
bio de la curva con el tiempo como un movi-
miento de sus puntos en la direccién normal con
una cierta velocidad que deberemos determinar.
Concretamente, si es t(x,, y,, t) la trayectoria del
punto (X, y,) de la curva en este movimiento fic-
ticio, se deberd verificar en el instante inicial t

o

r(xo7 Y-’ to) = (Xo’ Yo)

f(XO’ yO’ tO)

i

y en cualquier otro instante
FIx (%0 Yoo 1) Y% Yo ) T] = 0

Si indicamos por 1 el vector unitario normal
a la curva, la velocidad del movimiento estard
dada obviamente por

5¢

r
— (X5, Vo ) = C D
5 (%) Yois ©)

y asi diferenciando respecto a t Ja ultima ecua-

c1on resulta

+cn-gradf=0

ot

de manera que

1 of
1grad f1 &t

expresién que determina la velocidad de despla-
zamiento.

La descripcién anterior descansa en la consi-
deracidn de desplazamientos normales; sin em-
bargo, se pueden considerar también construc-
ciones mds generales (véase [1], p. 355), desde
luego por razones fisicas es conveniente tomar
en consideracidn otras aproximaciones al proble
Consideramos pues un movi

ma (véase [3]).

miento de los puntos de la curva con trayecto-

rias dadas por la familia de curvas g(x, y, u, t) =
o transversales a la dada, esto es tales que:

of Sf
Ox B—y
£0
og Og
Ox dy

Por el teorema de la funcién implicita, el movi-
miento estard también definido por una ecuacién
paramétrica r = 1 (u, t), donde

f{X(U,t)’ Y(u,t),t] =0
g[x(unt), y(u,t),t] = 0

En esta descripcidén mds general parece natural

adoptar como velocidad de desplazamiento, el
r : , .

vector — (y,t) , considerada asi el pardmetro u
Ot

como una coordenada lagrangiana en el movi-
miento. En general un cambio del pardmetro u
que dependa del tiempo, originard una veloci-
dad de desplazamiento distinta cuando se adop-
te el nuevo pardmetro como corrdenada lagran-
giana. No es dificil encontrar la relacidn entre
ambas, pues si fuese v = v(u, t) el nuevo paré-
metro, se tendria:

ZZ (u,r) = 5% [v(w,0),tl =
_ 0f & or (v, ¥)
ov Ot 8 ’

de donde se deducen ficilmente los siguientes
resultados.

Teorema 2.1. Un cambio de pardmetro de-
pendiente del tiempo en una curva movil, sélo
modifica la componente tangencial a la curva de
la velocidad de desplazamiento; en consecuencia
la componente normal es la misma para todos
los movimientos ficticios que se consideren para
describir la curva mévil. En particular, siempre
es posible adoptar un pardmetro como coorde-
nada lagrangiana de manera que el movimiento

ficticio asociado sea normal.



Este teorema demuestra que no se pierde in-
formacion si se consideran unlcamente movi-
mientos normales, aunque no garantiza que esta
sea la descripcion mids cémoda y clara de una
curva movil, incluso desde un punto de vista me-
ramente cinemético. Debido al significado geo-
métrico fundamental de la longitud de arco s, es
natural referir la descripcion del movimiento a
él, y en consecuencia adoptaremos la definicidén

51gulénte:

Definicién 2.1. Llamaremos velocidad de
desplazamiento de una curva movil r(s, t) al vec-

tor

v = fir (s,t) = As + ¢ 0,

ot

donde s es la longitud de arco y

. Or
S =&

Os
ciones (A, c) se llaman componentes intrinsecas
de v.

es el vector unitario tangente. Las fun-

Noétase que la componente tangencial

(5

&t | 8a|

de la velocidad de desplazamiento para cualquier
otro parametro lagrangiano u, no es mds que su
razén de cambio con el tiempo en el movimien-
to normal, por lo que —A medird en consecuen-
cia el cambio de la longitud de arco en cada pun-
to de la curva durante ese movimiento.

3. El teorema fundamental

Consideremos ahora en qué medida las dos
funciones (A, s), que supuestamente describen el
movimiento de la curva, se pueden elegir arbi-
rrariamente, Puede verse ficilmente por sélo
consideraciones geométricas, que deben adoptar-
se algunas restricctones. Fn efecto, si cada pun-
ro de la curva inicial sufriese un movimiento ar-
bitrario e independiente del de los restantes pun-
tos, no habria razén para esperar que en instan-

tes posteriores los puntos resultantes de estos

movimientos estén relacionados de modo que

constituyan de nuevo una curva; en consecuen-
cia debe existir algun tipo de restriccién en to-
dos estos movimientos individuales que les rela-
cionen entre si.

En primer lagar, es evidente por la geometria
diferencial elemental, que una curva mévil debe
satisfacer en todo punto y en todo instante las
férmulas de Frenet-Serret.

% =kd
Os
Ba K3
8s

(3.1)

Por otra parte, de las condiclones

s's=n-n=1
sn=0
resulta
- 8s - 0o s - . Oon
S - ——=n - = n+8§ ——=
Ot Ot Ot ot

de manera que la variacidn local con el tiempo
de la base de Frenet-Serret (s, n) debe ser de la

forma
Os o
= Wn
Ot
on ~
= s
ot

(3.2)

donde ® es una nueva funcién que vamos a de-
terminar a continuacién. Observemos que por la

definicién de v se debe verificar

ds _ Ov
dt Os
y comparando con la primera ecuacién de (3.2),
nos da
—b/ =ck
0s
5 ‘
W= {C A+ Ak
0s
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La primera de estas ecuaciones establece una re-
lacidn entre las funciones A, ¢, k como es natu-
ral esperar; la segunda determina la variacién lo-
cal con el tiempo de la base de Frenet-Serret en
términos de la velocidad de desplazamiento y de
la forma de la curva, lo que es de nuevo un re-
sultado natural. Siguiendo el mismo orden de
ideas, podemos aun imponer las condiciones

5 55 8 53
St <55)_ 3s (St)
5 8.8 B

B 0 0T e ()

y obtenemos con ello la nueva ecuacién

Ok _ b

Ot Os

(3.4)

que usando la segunda del grupo (3.3) se puede
escribir también

0% Y Ok bl = Ok

Os? ds ot

(3.5)

Finalmente, podriamos también imponer la con-

dicién
S S . & &
Ss (&0~ 5t<65)

pero como demuestra un sencillo cdlculo no se

obtiene ninguna nueva relacién.

Las ecuaciones que acabamos de obtener para
las tres funciones A, ¢, k son condiciones necesa-
rias para que puedan describir una curva mévil.
St repetimos el proceso anterior con las deriva-
das de tercer orden de s, 1, v no se obienen esen-
cialmente nuevas relaciones, pues resultan ser
consecuencia de las anteriores por procesos de
diferenciacién y manipulacién algebraica. Esto

sugiere el resultado general siguiente:

Teorema 3.1. Si tres funciones de clase (2
(esto es, con derivadas coatinuas hasta el segun-
do orden) A, c, k verifican las condiciones

& e

0s

% Ok Ok
— + A +ck?=

Os? Os Ot

existe entonces una curva movil, determinada
univocamente salvo su posicién y orientacion
iniciales (esto es, salvo una traslacién, una rota-

cion y una simetria), tal que

i) La variable s es su longitud de arco y t es
el tiempo.

11) La funcidn k es su curvatura.

iii) Las funciones (A, ¢) son las componentes
intrinsecas de su velocidad de desplazamiento.

Demostracién: Consideremos el sistema dife-

rencial para las tres funciones vectoriales X, Y,

Z siguiente
5X :
=kY
Bs
oY - ¥
ds
dX SZ dc - =
= = + Ak) Y
Ot Os ( s )
BRI X% -
Ot S
dZ ol o\ fary
=5 —C —/———cAk) X+
Ot ( Ot 3s s
(2t A ¥
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Para que este sisterna sea completamente inte-
grable (véase [2]), se deben verificar como con-
secuencia de él las siguientes condiciones de in-

tegrabilidad

d - N 3c -
Y kY= 2 LY ;
o = 5 gt oY
) - & dc o o
0 k= - %
ot ( ) Os =< Bs hidlel 3
5 [( S | Ak) Y] =
Ot
. 6 8)\, BC =
" Mg e Xy
oc dc .
A 4+ Ak Y
g T e TR

que se verifican en nuestro caso debido a las con-
diciones que satisfacen A, ¢, k por hipotesis. Po-
demos asi afirmar que existe una unica solucién
del sistema diferencial que satisface las condicio-
nes iniciales en (s, £) = (s,, t,)

<A
!

Y, =0
XX, =Y, Y, =1
X,-7.=A,
Y, Z, =c,

donde el subindice “0” significa que tomamos el
valor en (s, t,), nétese que las tres primeras con-
dicioanes expresan que inicialmente los vectores
}q(,? son ortonormales, mientras que las dos res-
tantes se pueden escribir en la forma

Z,=A X, +c, Y,

Esta solucidn satisface, como consecuencia del
sistema diferencial, la relacién

5% 67
Ot Os
de manera que existe una funcién t(s, t) tal que
&r . 8t _ 3
— =X —=27Z
Os e

Demostremos que r(s, t) es la curva que afirma
el enunciado del teorema, esto es que su curva-
rura y velocidad de desplazamiento son las da-
das alli. Para ello expresamos las derivadas de las

cinco funciones
XX, XYY Y, X7 % Z

en términos de ellas mismas con ayuda del sis-
tema diferencial; se llega asi a diez relaciones li-
neales homogéneas

—§—~(‘{h)=L,(X X,..,Y Z
S
5 X¥Z2)=L,XX,..,Y Z)

cuya expresion detallada no nos interesa. Pode-
mos considerar estas igualdades como un siste-
ma diferencial para las cinco funciones que es-
tamos considerando, y este nuevo sistema dife-
rencial es completamente integrable como con-
secuencia de serlo el sistema inicial, lo que por
supuesto puede comprobarse también directa-
mente; esto significa que existe una unica solu-
cion para valores inciales dados. Por otras parte,
por substitucion directa se comprueba sin difi-
culrad que el conjunto de funciones

1,0, 1, A ¢

es también una solucién del sistema; en conse-
cuencia, por la unicidad de las soluciones con-
cluimos que para todo valor de (s, t)

XX=1,X-Y=0,YY=1,XZ=ALYZ=c

e

Esto prueba que Y es el vector normal a las
curvas r(s, t), considerando t como un pardme-
tro y s como su longitud de arco; que k es su cur
vatura por la primera ecuacion del sistema dife-
rencial inicial, y que Z= A X + ¢ Y es la velo-
cidad de desplazamiento, interpretado t como el

tiempo, para la curva mévil t(s, 1).

Finalmente, sean C, y C, dos curvas moviles

con la misma curvatura k y las mismas compo-

nentes intrinsecas (A,c) de sus velocidades de
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desplazamiento. En el instante 1nicial t, median-
te una traslacién geométrica siempre podemos
hacer coincidir los puntos de ambas curvas con
el pardmetro s;; con una rotacién alrededor de
este punto, si fuese necesario, podemos hacer
coincidir sus vectores tangentes unitarios en esc
punto comun; por ultimo, mediante una sime-
tria alrededor de esa tangente comun, si de nue
vo fuese necesario, podemos hacer conincidir sus
vectores normales unitarios en ese punto comun.
Una vez realizadas estas transformaciones, que
sélo alteran la posicidn y orienracion en el ins-
tante inicial de una de las curvas, ambas deben
coincidir ya en todo punto y en todo instante
posterior debido a la unicidad de las soluciones
del sistema diferencial para un sistema dado de
valores iniclales en un solo punto. El tecrema
estd demostrado.

4. Algunas consideraciones generales

El teorema anterjor da una descripcion com-
pleta de una curva plana mévil; esto significa en
particular que cualquier invariante geométrico o
cinematico de ella que se pueda construir serd
necesariamente funcién de los tres (A, ¢, k) que
la caracterizan, y que cualquier otra ecuacién di-
ferencial entre esos invariantes debe ser conse-
cuencia de las dos consideradas en el teorema.
Estas observaciones justifican la siguiente defini-
cion:

Definicién 4.1. Llamaremos ecuaciones in-
trinsecas de una curva plana movil, a las ecua-
ciones diferenciales

B _
s
Be B L 8k
0s Os t

donde (A, ¢, k) son funciones de (s, t), v llama-
remos teorema fundamental de la cinemadtica de

curvas planas al teorema 3.7.

El teorema que hemos llamado fundamental

es el resultado mis completo y general que po-

demos establecer; es, sin embargo iateresante
considerar el caso particular de los movimientos
normales, no sélo por su valor intrinseco en las
aplicaciones, sino por que es conveniente hacer
algunas consideraciones acerca de la componen-
te A del resultado anterior. Como ya se indicé en
el teorema 2.1, siempre es posible escoger un pa-

(U, t) :CH; en

, Or
rametro u de modo que 5
t

esta situaclon se tiene

B, (s, 1) = Oy (ut)5s +cn
Ot

. C o r .

lo que signitica que —- (s,t) ya no es la veloci-
ot

dad d¢ propagacién del movimiento normal en

. S . .
general. La funcidn —— determina la razén

ot
de cambio con el tiempo de la longitud de arco

en el movimiento normal, y con ello la separa-
cién o acercamiento relativos de los puntos de
la curva en el transcurso del tiempo; ésta es jus-
tamente la funcién —A del teorema. Ahora bien,

. 5s .
si ponemos [ =—, y razonando del mismo
du

modo que en el apartado anterior, llegamos al

conjunto siguiente de ecuaciones

dc N
du ’
L
k=0

5 +c
RO )

= k
du Ot k)

que cuando se escriben en términos de la longi-
tud de arco, se conviccten en las ecuaciones in-
trinsecas, como es natural esperar, y resultan asi
equivalentes a ellas. Notese sélo la velocidad de
rotacién de la base de Frenet-Serret, dada en el
caso de la longitud de arco por la funcion , tie-
ne valor distinto; este no debe sorprender en ab-
soluto, pues las velocidades de desplazamiento
son distintas en cada una de las descripciones del
movimiento de la curva, por tanto esta veloci-
dad de rotacién solo puede emplearse como un

expediente de cdlculo.
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En cualquier caso, las ecuaciones intrinsecas
establecen que una vez dada la curvatura (que,
recordemos caracteriza en cada instante la cur-
va), la velocidad de desplazamiento es solucidn
de un sistema diferencial de segundo orden y por
tanto no puede elegirse de modo arbitrario; este
significa que la forma de la curva restringe enot-
memente sus posibles movimientos. Por otra
parte, si la curva mévil es soporte de alguna pro-
piedad fisica, seguird siéndolo en el futuro cuan-
do y sélo cuando satisfaga las ecuaciones intrin-
secas; en particular, la situacién fisica no podrd
mantenerse mas alld del instante o el punto don-
de deje de verificar alguna de esas ecuaciones,
que establecen por tanto condiciones necesarias
para la persistencia de situaciones fisicas mode-
lizables por curvas.

El teorema fundamental es vilido rambién
para familias de curvas que dependan de uno o
varios perdmetros, pues asi{ ocurre con el teore-
ma de integrabilidad completa empleado en su
demostracion. Esto significa que las ecuaciones
intrinsecas, dependientes de pardmetros, servi-
rén igualmente para la caracterizacién de confi-
guraciones de curvas planas que representan
campos de una magnitud fisica. Si suponemos,
por ejemplo, que una familia uniparamétrica de
curvas moviles representa el campo de presidn,
el eje de las dorsales y vaguadas estd caracteriza-
do analiticamente por la condicidon

Ok

65' (s,,7)=0

(s, t, p) =donde p es la presién (pardmetro en
este caso de la familia de curvas moviles); las

ANt T

ecuaciones intrinsecas en esos puntos se reducen

a
A
= ck
Os c
O Ok ; Ok
— +t A —— +cki= —
s’ ds Ot

y son notablemente mds simples.

Para finalizar este trabajo sefialemos que el
reorema fundamental subsiste también para el
caso mds interesante en términos reales de cur-
vas moviles situadas en una esfera; basta reem-
plazar la curvatura, por la curvatura geodésica
(también llamada curvatura horizontal en Me-
teorologfa), sin mds que observar que una curva
situada enteramente en una esfera tiene curva-
tura normal constante e igual al inverso del ra-
dio de la esfera.

NOTA: El simbolo —6i
ot
parclal de f respecto a t».

significa «Derivada
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