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Introduccion

Unos de los fendmenos extremos con
mayor impacto es sin duda la sequia.
Aungue una disminucién gradual en la
cantidad de precipitacion es preocupan-
te en climas proximos al estrés hidrico,
Si esta tendencia negativa en la precipi-
tacion se traduce en un aumento de la
frecuencia de sequias el impacto es mu-
cho mayor. En este trabajo se aborda
la cuestion de estimar, a partir de una
tendencia en la precipitacion, el impac-
to de la misma sobre la probabilidad o
frecuencia de aparicién de periodos de
sequfa. La sequfa se considera aquf des-
de el punto de vista relativo, es decir, de-
finida por un umbral en la precipitacién
acumulada en L afios que es un cuantil
de su densidad de probabilidad, y por
consiguiente invariante frente a cambios
de escala' de la precipitacion.

Es claro, a priori, que una tendencia
global en una serie de precipitacion de
suficiente magnitud conduce a una ten-
dencia en la frecuencia de sequias, pues
si la tendencia es decreciente, en la se-
gunda mitad de la serie abundaran los
afios escasos en precipitacion, lo que
inducira periodos de sequias en esa mi-
tad, y viceversa. Pero este no es el Unico
mecanismo por el que una serie puede
mostrar una tendencia temporal en la
frecuencia de sequias. Por ejemplo, si
en la segunda mitad de la serie apare-
ce una marcada componente sinusoidal
de periodo 2 L, en cada ciclo de la mis-
ma habra una probabilidad aumentada
de que haya sequfa en los afios en que
tome valores negativos esta onda, y eso
aumentara la frecuencia de sequias en
la segunda mitad de la serie?.

De lo anterior se deduce que tiene un
claro interés tratar de buscar una rela-
cion que refleje la parte de la tendencia
en la frecuencia de sequias que se deba
a la tendencia global de precipitacion de
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la serie, independientemente de otros
mecanismos de baja frecuencia que
puedan también inducirla. Este es el ob-
jetivo del presente trabajo.

Modelo estadistico para
la precipitacion

Partimos de una serie de precipitacion
anual P, para t =- N/2, ..., -1,0,1,...N/2,
N +1 valores, donde por comodidad de
la notacion al afio central se le hace co-
rresponder con t = 0, con N impar para
simplificar. La sequia la definimos a partir
de la precipitacién acumulada en L afios.
Supondremos que la distribuciéon que si-
gue P es una distribucion gamma bipa-
ramétrica (Y, B), que es una de las mas
usadas para precipitaciones. Esta funcion
de distribucion viene determinada por
un parametro de forma Yy un parametro
de escala . La esperanza matematica de
esta distribucién es sendilla:

ET(y, B3 = By (1]

Una propiedad notable de la gamma
biparamétrica es ser reproductiva, es
decir, la suma de varias variables alea-
torias con distribucion gamma, inde-
pendientes estocasticamente unas de
otras, y todas con el mismo parametro
de escala, es otra variable aleatoria con
distribucion T tal que el parametro de
forma es la suma de los parametros de
forma de las variables, y con el mismo
parametro de escala®:

ZI(y,B) ~TEy,p) [2]

Por tanto, si la P del afio central se
distribuye P(0) ~ Iy, B, ¥ suponiendo
que las variables aleatorias P en afios
distintos son independientes e igual-
mente distribuidas, deducimos que la
suma de L afios consecutivos centrados
en el centro de la serie, S.L (0), tiene la
distribucion:

" Es decir, multiplicacién por un factor arbitrario constante a lo largo de la serie.
2Veremos mas abajo que con la definiciéon de sequia basada en el SPI con umbral -1, la probabilidad de sequia en serie aleatoria estacionaria y

con perfecta independencia entre las variables que la componen es de un 16%. Con una componente periédica de periodo 2 L, la probabilidad de
ocurrencia de sequia se acercaria a un 50%, pues la mitad de los afios estarian en fase negativa. Esto vale para cualquier onda de periodo superior a 2

L (siempre que la serie abarque ciclos completos).

3La notacién X ~ F significa que la variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F.

S.L(0)~T(Ly,pB,) [3]

Distribucion de la
precipitacion acumulada
L afios en los extremos

Si ahora suponemos que la serie de
precipitacion tiene una tendencia de «
mm/afio, tenemos dos modelos simples
para modelizar la variacién de la distri-
bucién de P con el tiempo, segin cual
de los dos parametros da la variable T' se
suponga fijo a lo largo de la serie:

A) El pardmetro de escala 3 se mantie-
ne constante con t, solo varia y.

En este caso, teniendo en cuenta [1],
el parametro y debe satisfacer By (t) =
B, Y, + at de donde

y (£ N/2) =y, (1 £N/23), [4.a]
donde se ha introducido la tendencia
escalada por la media, § =« / (B, Y,). Esta
Ultima tiene dimensiones (afio)' y re-
presenta la tendencia del cociente P/M
siendo M la media de la serie.

En los extremos de la serie, la precipi-
tacion acumulada en L afios tendra, en
virtud de [2], la distribucion:

S.L(£N/2) ~T(Ly, (1+ N/28),B,) =
B,I(Ly,(1+ N/28),1) [5.a]

donde en el Ultimo paso de [4] se ha te-
nido en cuenta que 3 es un parametro
de escala de la distribucion I(y, p), de tal
forma que se cumple I'(y, B) = BI(y, 1).

B) Se mantiene constante con t el pa-
rametro de forma, siendo 3 el que varia
exclusivamente®.

Razonando en forma similar que en el
caso A), deducimos que el parametro 3
valdra en los extremos:

B, (1 £ N/29) [4.b]
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En consecuencia para S.L (£ N/2), des-
preciando la pequefia variacion en L
afios de [3 para poder aplicar [2]:

S.L(+N/2)~T(Ly,,B,(1+ N/29)) =
B,(1+ N/2§T(Ly,,1) [5.b]

La tendencia en la
probabilidad de sequia

Utilizaremos para definir la sequfa el
SPI (Standard Precipitation Index) con el
umbral -1. Con este umbral, en el caso
de que la precipitacion anual sea variable
aleatoria idénticamente distribuida con el
tiempo e independiente, la probabilidad
de que L afios correspondan a sequia
vale m = F,(-1) ~16 % siendo Z la variable
gaussiana normal estandar. En el caso de
que exista una tendencia en la precipi-
tacion, denotando Seq(i) la variable indi-
cadora de sequia centrada en afio i°, la
probabilidad de sequia en el centro de la
serie valdra pr(Seq(0)) = n. Para calcular
el SPl es necesario estimar la distribucion
de la precipitacién en L afios S.L en la
serie; podemos, por simetria, aproximar
esta distribucion por la distribucion en el
centro S.L(0). En este caso, el umbral, U,
para sequia de S.L segln SPI(-1) valdra:

U=Q(S.LO);m [6]

donde Q (X; p) denota el cuantil p de la
variable aleatoria X¢ .

En los extremos de la serie, la proba-
bilidad de sequia valdra:

pr[Seq(+N/2)]=F(S.L(£N/2);U) [7]

siendo F(X; g) = pr (X < g) la funcién de
distribucion de la variable aleatoria X.

Podemos entonces estimar la tenden-
cia de la probabilidad de sequia, p, por
la tendencia determinada por los extre-
mos:

p~(F(S.L(+N/2); U)-F(S.L(-N/2);
U))/(N+1)  [8]

Para cada uno de los modelos de

tendencia de P considerados, Ay B, las
ecuaciones [5.a] y [5.b] proporcionan
las distribuciones S.L en los extremos,
en funcién de la tendencia escalada de
P, &, de los parametros centrales de su
distribucion, (B, y,), de la longitud de la
serie Ny de lalongitud base de la sequia
L. Como U segun [6] solo depende de
(B, Y)Y L obtenemos finalmente que [8]
nos da una funcién p (8, B, vy, L N), enla
que los tres primeros argumentos son
continuos, los dos ultimos discretos.
Por otra parte, g priori parece claro
que si tenemos dos series de preci-
pitacion P y P, siendo una mdltiplo de
la otra, P(t) = k P(t) para todo t, sien-
do k una constante, la tendencia en la
probabilidad de ocurrencia de sequia
tiene que ser la misma, pues el SPI es
invariante frente a cambios de esca-
la, y el resto de los calculos necesarios
también. Esto se puede deducir rigu-
rosamente de las férmulas anteriores.
En efecto, segln [6], puesto que S.L'(0)
=k S.L(0) se tiene U' = k U; esta misma
relacién se cumple en los extremos

(pues se tiene B =k P, al tratarse del
parametro de escala de la T, y basta sus-
tituir en [5.a] y [5.b]). Por otra parte, te-
niendo en cuenta la relacion F(X; g) = F(k
X; k g) valida para toda Xy g, deducida
inmediatamente de la definicion de fun-
cién de distribucion, [7] resulta ser inva-
riante frente a la multiplicacion por k, y
en consecuencia [8] también. En suma
encontramos que, en realidad, p es una
funcién de cuatro variables, p (5, v, L,
N)” . Algunas propiedades evidentes de
esta funcién son: 8 > 0 implica que p
< 0 pues una tendencia creciente en P
conlleva una tendencia decreciente en
la ocurrencia de sequia y viceversa, y p
6 yy LN)=-p(-8,y; LLN)

En la practica, podemos estimar el pa-
rametro de forma de la P central por el
método de los momentos aplicado al con-
junto de la serie. Siendo M y S la media
y desviacion estandar de P, obtenemos el
estimador de y, dado por y,*= M#/S?. Intro-
duciendo el coeficiente de variacion C.V =
S/M = (y,*) % vemos que p tiene la depen-
dencia p (8, CV, L, N).
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Fig. 1: Eje X, & (%/siglo); eje Y, - p (%/siglo). Colores negro, rojo y azul corresponden a
C.V =50 %, 30 %y 15 % respectivamente. Lineas continuas L=3, a trazos L=5.
Grafico superior modelo A, inferior modelo B.

4 En principio cabe esperar que si el aumento de precipitacién se debe a un aumento en la precipitacién de los principales episodios lluviosos, sin

un cambio en la estructura estadistica de esos episodios, el modelo sea el B, con cambio en exclusiva de [, que es un parametro de escala. Pero si

el aumento de precipitacién conlleva un cambio en la estructura estadistica de los principales episodios lluviosos, tendiendo a un aumento de su
numero, el modelo adecuado sea el A, en que cambia tan solo el pardmetro de forma en virtud de [2]. Estos son los casos limites, en la practica habra

una mezcla de ambos modelos Ay B.

® Una variable aleatoria indicadora | de un suceso toma solo dos valores, 0/1, segiin que ocurra, 0 no, el suceso.

°Q(X;p)=q equivaleapr(X<qg)=p

7 Si una funcién de x depende de un parametro v, f = f(x; ), pero para toda k se cumple f(x; k y) = f(x; ), valida para todo x, la dependencia de y no
es real pues, para x arbitrario, f toma el mismo valor para cualquier valor de .
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Aproximacién
practica de p

Analicemos en primer lugar la depen-
dencia de p (5, y,; L, N) con 6, dejando fi-
jos los otros argumentos vy, Ly N. Como
muestra la figura 1, esta dependencia es
razonablemente lineal hasta valores de
CV =15 %, muy buena para valores al-
tos del C.V (pequefios de y,) que corres-
ponden a climas secos, mostrando en
cambio cierta concavidad para valores
bajos del C.V y valores de & superiores
a 50 %/siglo, en que de todas formas los
valores de p son muy grandes, del or-
den de 150 %/siglo, con lo que un cierto
error absoluto en la aproximacion lineal
significa un pequefio error relativo que
puede admitirse.

Pasemos ahora a la derivada de p res-
pecto de § en & = O fijando los otros tres
argumentos de p, designémosla por ¢
(v, L N). Experimentando con la posible
forma de dependencia del parametro de
forma de esta derivada se descubre que
¢ (y, ; L, N) es muy aproximadamente li-
neal respecto a y,"2 En la figura 2, cada
linea representa ¢ (y, L, N) en funcion de
Y, para los dos modelos Ay B, longitu-
des de sequia L=3, 5, y valores de N = 30,
100. Se observa que todas las lineas son
practicamente rectas. Ademas, la depen-
dencia tanto del modelo A o B elegido
para la tendencia de P, como de N es dé-
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En resumen, hemos probado que po-
demos aproximar la dependencia de p
con § por una recta con una pendiente
que depende linealmente de y,? , va-
lida para los dos modelos Ay By para
cualquier N. Valiéndose de lo anterior,
se encuentran la siguiente igualdad
aproximada para el cociente p / 8, razén
adimensional entre las tendencias de la
probabilidad de ocurrencia de sequia y
de la precipitacion escalada por la media:

p/d=~cy?~c/CV [9]

conc=-041paral=3yc=-0.53paralL
=5 Laecuacién [9] muestra que aproxi-
madamente p /3§ esinversamente pro-
porcional a C.V.

Conclusiones

Se ha obtenido una relacién sencilla
entre la tendencia al aumento/dismi-
nucion del ndmero de sequias, segun
el esquema SPI, la tendencia en la pre-
Cipitacion escalada por la media y el co-
eficiente de variacion de la precipitacion
de la serie. Puesto que la tendencia de
la precipitacion es muy comun calcular-
la, mientras que la tendencia de las se-
quias es una aplicacion mas especifica,
esta relacion es Util para derivar facil-
mente la segunda de la primera, eso si,
sin tener en cuenta mecanismos de baja
frecuencia en la serie que puedan tra-
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_ Fig. 2: Eje X, v, con y, correspondiente al rango de C.V [50 %, 15 %]; eje Y, dp (3, y,; L, N)/ d§
bil. "~ en §=0. Color azul modelo A, rojo modelo B; lineas continua N = 30, a trazos N = 100.
Gréfico superior L = 3, inferior L=5.
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ducirse en modificacién de la tendencia
de la frecuencia de sequias. Otra aplica-
cién es obtener una estimacién del in-
cremento/disminucion de la frecuencia
de sequias en los escenarios climaticos,
al ser a priori la tendencia en la preci-
pitacién anual mas robusta, y por tan-
to sujeta a menos incertidumbre, que
la tendencia de un fenémeno extremo
como la sequia. La determinacién de la
sequia requiere estimar la distribucién
de la precipitacion acumulada en un nd-
mero L de afios consecutivos, y por tan-
to tener una idea de la funcion de distri-
bucién conjunta de la precipitacion ese
numero de afios, con todas las posibles
complejas dependencias.

Por otra parte, desde un punto de vista
descriptivo climatico, es notable la rela-
cién encontrada inversamente propor-
cional entre la tendencia en frecuencia
de sequiasy el coeficiente de variacion de
la serie, para un valor fijo de la tendencia
de la precipitacién escalada por su me-
dia. Dado que el coeficiente de variacién
puede variar de forma importante en dis-
tancias no muy grandes, el efecto de esta
relacién puede ser muy importante. Por
ejemplo, en Espafia el coeficiente de va-
riacién se mueve entre valores préximos
al 15 % de la Espafia mas humeda, hasta
valores superiores incluso al 50 % en la
Espafia mas arida, como en zonas de Las
Canarias. Esto supone un factor de mas 3,
de tal forma que para una misma tenden-
cia en la precipitacion relativa a la media,
en el clima mas lluvioso la tendencia en la
frecuencia de sequias sera mas del triple
que en el clima mas seco. Este resultado
puede parecer a primera vista paraddjico,
pero recordemos, en primer lugar, que
el SPI es una magnitud relativa, indepen-
diente del factor de escala, y en segundo
lugar, que en el clima mas seco la mayor
asimetria de la distribucién de precipita-
ciones hara mas probable que en el clima
humedo, el hecho de que a lo largo de los
L afios utilizados para definir la sequia, al
menos uno de ellos se aleje de forma tan
notable de la media que interrumpa la ra-
cha seca. Esta modulacion tan marcada
de la tendencia a la aparicion de sequias
por el coeficiente de variacion de la preci-
pitacion habra de ser tenida en cuenta a
la hora de valorar las tendencias de pre-
cipitacion en términos de la aparicion de
sequfas, uno de los principales impactos
climaticos extremos.

8 La relacion ultima de [9] se puede también poner, recordando que C.V =S/My que 6§ =a/M, en la forma p = c a /S, que expresa que la tendencia en la
ocurrencia de sequia es directamente proporcional a la tendencia de la precipitacién escalada por su desviacién estandar.
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