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Propiedades probabilisticas de la
serie de récords

Precisemos en primer lugar lo que se entiende por récord: un
récord es un valor al menos igual que el maximo de todos los an-
teriores de la serie. También se define un récord por debajo como
un valor menor que el minimo de todos los anteriores.

El resultado fundamental es que, para una serie de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (aleatoria
simple), la probabilidad de ocurrencia de un récord en la posicién
N-ésima de la serie vale 1/N. También se cumple que la ocurrencia
de un récord en la posicién N-ésima es un suceso independiente
de la ocurrencia de récord en cualquier otro lugar (Resnick 1987).
La prueba de que la probabilidad de récord en la posicion N es
1/N es facil si se repara en que para una serie aleatoria, como la
considerada aqui, las distintas ordenaciones relativas en cuanto a
magnitud de los N primeros valores tienen todas la misma proba-
bilidad (esta claro que al tener todas las variables la misma distri-
bucién, y ser independientes, ninguna ordenacion relativa puede
tener preferencia).
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Figura 1: Ndmero de récords célidos y frios de temperatura media
diaria para cada afio de 1961 a 2021. Lineas negras: valor esperado
del nimero de récords anual (comienzo en 1951).

Si representamos cada ordenacion relativa asignando un nd-
mero entero entre 1y N a cada uno de los N primeros valores
de la serie seglin su posicion en la serie ordenada (su rango), se
deduce que el rango en la posicion N puede ser cualquiera de los
N valores 1, 2,.., N, todos con la misma probabilidad. Y para que
se tenga récord se precisa que el rango sea precisamente N, por
tanto su probabilidad es 1/ N.’

Datos

La serie de partida es la formada por las temperaturas medias
diarias de Espafia desde 1950 hasta 2021. Esta serie ha sido ela-
borada por José Angel Nufiez Mora, meteordlogo de la AEMET,

basandose en todos los datos disponibles cada dia de tempera-
tura en la Base Nacional de Datos de la AEMET, excluyendo aque-
llos datos que exceden 2.5 veces el error estadistico diario, utili-
zando una interpolacién espacial. En la figura 1 se representan el
numero de récords, calidos y frios, de temperatura media diaria
cada afio del periodo 1961-2021 (ver el Informe del Clima 2021
de la AEMET, disponible en su pagina web). La figura muestra
con claridad que el nimero de récords calidos excede con cla-
ridad el valor esperado. También es evidente que, por contra, el
numero de récords frios en afios recientes esta por debajo de lo
esperado. Pero también salta a la vista que hay numerosos casos
en aflos anteriores de valores bien claramente por encima, bien
por debajo de lo esperado. Para valorar estadisticamente estas
desviaciones seria Util disponer de un test que combinara, para
cada afio, ambos tipos de récords.

Test de significacion estadistica global

Si queremos valorar de una forma precisa el grado de signifi-
cacion estadistica de las desviaciones respecto de los valores es-
perados apreciables a simple vista en la figura 1, es preciso hacer
hipdtesis simplificadoras naturales, denominadas en estadistica hi-
potesis nula, que permitan un modelo probabilistico lo suficiente-
mente sencillo como para calcular la distribucién de una cantidad
derivada de los datos bajo esas hipdtesis y de esa forma evaluar
la probabilidad de las desviaciones observadas. Dos tipos de hi-
potesis se pueden de forma natural introducir en este caso, unas
referidas al nUmero de récords para un dia de calendario fijo a lo
largo de los distintos afios, y otras referidas al nimero de récords
en los diferentes dias de un mismo afio.

En primer lugar, para cada dia de calendario del afio, podemos
suponer que las temperaturas medias de Espafia en sucesivos
aflos son realizaciones de variables aleatorias independientes
(esto no es problematico, dado que transcurren 365 dias entre
cada dos sucesivas) e igualmente distribuidas, denominémoslo hi-
potesis H1. Esto Ultimo supone clima estacionario, sin variabilidad
ni natural ni antropogénica, lo cual no se cumple, pero podemos
aceptarlo como hipdtesis de partida méas simple. Entonces, por lo
visto antes, la probabilidad de que en un afio la temperatura media
diaria de un dia cualquiera sea récord vale 1/A, siendo A el nimero
de afios transcurridos desde el inicio de la serie (en este caso A es
el nimero de afios desde 1951).

En segundo lugar, se puede también postular H2, que las tem-
peraturas medias en dias sucesivos del mismo afio también son
independientes, lo cual sabemos que no es cierto en rigor debido
a fendmenos como situaciones sindpticas persistentes. Bajo este
supuesto, el nimero total de récords calidos (frios) en un afio
tiene una distribucién binomial Bin(365, 1/A), con indice N = 365
y parametro p = 1/A.

' La demostracién de la independencia probabilistica de los sucesos “récord en posiciéon M “y “récord en posicién N” para M <N arbitrarios es mas compleja.

Un argumento se basa en condicionar al maximo de los primeros M elementos, llamémoslo max(M). El suceso “récord en N” solo depende, en cuanto a los
primeros M valores, de max(M), no de los detalles de su ordenacién. Por tanto, si condicionamos a que max(M) tome un valor determinado, los sucesos “récord
en N"y “récord en M" son independientes, pues el segundo solo depende de la ordenacién relativa de los M primeros valores, y el primero del maximo al que
condicionamos. Ademas la probabilidad de “récord en M” condicionada a un valor de max(M) es constante, igual a 1/M, por el mismo argumento de simetria
empleado para probar la probabilidad de récord sin condicionar. Asi pues, tenemos pr(récord en Ny en M | max(M)) = pr (récord en N|max(M)) * 1/M, y ahora
integrando respecto a la pdf de max(M) hallamos pr (récord en Ny M)= pr (récord en N) * 1/M = pr(récord en N) * pr (récord en M) c.q.d.
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Utilizando la distribucién binomial anterior del nimero de ré-
cords podemos calcular el p-valor de un test bilateral sobre el
ndmero de récords observado, tanto para los calidos como para
los frios. Pero sin duda seria deseable poder combinar ambos p-
valores para formar un Unico test global para cada afio. Esto es
factible con tal de asumir también H3, que las dos variables aleato-
rias (nimero de récords calidos y frios) son independientes, lo cual
parece bastante razonable. En este caso, cada p-valor se distribuye
aproximadamente como una variable uniforme en [0, 112, y ambos
p-valores son independientes. Entonces -2*log(p, p,) siendo p, y
p, los respectivos p-valores, se distribuye segiin una distribucion
ji-cuadrado con 4 grados de libertad. Para este test global la hipé-
tesis nula HO consiste enla conjuncién de H1, H2 y H3. El p-valor de
este test global se obtendra calculando la probabilidad de la cola
derecha de la ji-cuadrado con 4 grados de libertad.

En la figura 2 se representan los p-valores del test global ante-
rior cada afio, indicando con colores si los p-valores de ndmero de
récords calidos y frios son congruentes en su sentido, bien hacia
afio mas cdlido, bien hacia afio mas frio, 0 no son congruentes. Se
observa una acumulacién de afios con desviacion global hacia ca-
lido en los Ultimos 10 afios, como era de prever a la vista de figura
1. La linea de p-valor 1 % permite apreciar que hay un nimero
relativamente grande de afios significativos para este test al 1 % (si
se cumplieran la hipétesis nula del test todos los afios esperaria-
mos tan solo unos 61/100 ~ 0.6 afios en promedio significativos a
ese nivel, y lo son 34). Es claro que el calentamiento global causa
un muy significativo aumento del ndmero de récords calidos, pero
ademas la figura permite apreciar que ya en la década de los 60 0
70 del pasado siglo no se cumplia la hipétesis nula de este test glo-
bal. Esto Ultimo parece razonable atribuirlo sobre todo a la falta de
independencia estocastica en los sucesos “récord en el dia D" para
dias sucesivos, debido a las situaciones sindpticas persistentes con
temperaturas extremas, como las de bloqueo.

Los diez afios que mas destacan por el p-valor del test global
sobre el nimero de récords tanto calidos como frios se recogen
enlatabla 1.

Afo 1987 1971 1995 1964 2012 1977 2017 2003 1972 2020
Caracter (C F C € € C Ccc ccc F cC

Tabla 1: Aflos con mayor significacién estadistica del test global sobre
el nimero de récords célidos/frios, ordenados de mas significativo
estadisticamente a menos (orden creciente del p-valor). En el caracter
se indica, con la primera letra el caracter célido/frio segiin el nimero de
récords célidos, y analogamente con la segunda letra con los récords frios.

Ademads de cuatro afios del siglo XXI de caracter homogénea-
mente calido, como era de esperar, llama la atencién que hay tres
afios de la década de los 70, dos con caracter frio, y uno, 1977, con
caracter contradictorio para ambos tipos de récords (en ese afio
hubo mas récords calidos de los esperable, pero también mas ré-
cords frios de lo normal). También es llamativo que 1964 se cuele
en la lista en quinta posicién con caracter calido. El primer afio del
presente siglo, 2012, aparece en quinta posicion.

Decenio  1961-70 1971-80 198190 1991-00 2001-10  2011-20
# Calidos 3 0 5 2 4 8
# Frios 1 4 1 0 0 0

Tabla 2: Para cada decenio, nimero de afios con caracter global célido al
1 % de nivel de significacién, y analogamente para afios frios.

En la tabla 2 se resumen los resultados de este test global por
decenios, al nivel de significacion 1 %. Se confirma que el Ultimo
decenio es el que mas resultados significativos, y todos en direc-
cién calida, arroja (8 afios), seguido del 1981-90, con 5 afios calidos
y 1 frio. Por el lado de afios frios destaca el decenio 1971-80 con 4
afios significativamente frios y ninguno calido. El decenio con me-
nos afios significativos es el 1991-2000, con tan solo 2 afios calidos.
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Figura 2: Logaritmos decimales cambiados de signo de los p-valores
del test conjunto sobre el nimero de récords célidos y frios. En
rojo, afios en que tanto el nUmero de récords calidos como frios

indican célido, en azul si ambos récords indican frio, en verde si las

desviaciones de ambos récords son contradictorias en este sentido.
La linea horizontal marca el limite de nivel de significacién 1 %.

Estimacion de la razén de riesgos
de récords

Para cualquier suceso extremo, la razén de riesgos es el co-
ciente entre la probabilidad de ocurrencia del suceso extremo en
el clima actual y su probabilidad en un clima de referencia, que
puede ser el pre-industrial. En nuestro caso podemos estimar
esta razén de riesgos para récord calido y frio estimando a partir
de los datos un riesgo de récord promedio en cada afio, y com-
parandolo con el tedrico en serie estacionaria. Para ello podemos
aplicar un filtro lineal a los datos, es decir, un promediado de los
aflos contiguos con pesos adecuados, como por ejemplo un filtro
gaussiano. Hay que decir que para un proceso Poisson, y este de
ocurrencia de récords anuales lo es aproximadamente en cuan-
to el nimero esperado es relativamente bajo, el estimador de
maxima verosimilitud del pardmetro A del proceso, que es igual
alvalor esperado del mismo, es precisamente la media aritmética
de la serie. Por ello tiene mayor sentido aplicar un promedio pon-
derado como el filtro gaussiano, que sirva para suavizar la serie y
evitar los saltos de afio a affo.

En la figura 3 se plotean los estimadores obtenidos para récords
cdlidos y frios, con un filtro gaussiano de T = 15 afios. Se ve que
aunque la A estimada, A*, para récord frio disminuye mondtona-
mente con los afios, para los récords cdlidos la A* fluctla entre
12 y 15 desde 1980 hasta el presente. Esto se debe naturalmen-
te al calentamiento que compensa con un aumento relativo de la
probabilidad de récord respecto a la esperable al incremento de
la longitud de las series. La razén de riesgos se representa en la
figura 4, donde para los calidos se ha representado el cociente A*/
A, entre el valor estimado de los datos y el tedrico bajo la hipéte-
sis de variables independientes e igualmente distribuidas, que se
traduce en clima estacionario en nuestro caso, pero para los frios

2No es del todo exacto esto debido al caracter discreto de la variable aleatoria, si fuese continua serfa exacto el anterior resultado. Siendo B la variable binomial nimero
de récords, he tomado como p-valor, si B>mediana(B), 2( pr (B=R) +pr(B>R) )siendo R el nimero de récords observado, y analogamente de forma simétrica para la cola
izquierda. Esto corresponde a repartir la masa de probabilidad del suceso B=k de forma uniforme en el intervalo [k-1/2, k+1/2].
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se ha representado el inverso de dicha razén de riesgos, para ob-
tener valores comparables. Llama la atencién que ambas razones
siguen trayectorias similares hasta 2015 aproximadamente en que
la razén de riesgos inversa para récord frio se dispara. Esto Ultimo
tiene que ver con que la A* estimada es muy baja y hay errores
muestrales altos. Las razones de riesgos (0 sus inversas para frios)
toman valores préximos a la unidad hasta mediados de los ochen-
ta, ascendiendo de ahi en adelante paulatinamente hasta valores
del orden de 2 o superiores en la Ultima década.

o=
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Figura 3: Valores esperados del nimero de récords calidos y frios
(negro), estimacion de ese valor esperado a partir de los datos con
filtro gaussiano para récords calidos (rojo) y frios (azul)
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Figura 4: Para récords célidos (rojo), cociente entre el valor
esperado estimado y tedrico A*/A0, para récords frios (azul),
cociente NO/A*,

Estimacion del agrupamiento
de los récords

Ya se comentd a propoésito del p-valor del test global, que com-
bina los récords calidos y frios, los dos motivos principales para
que no se cumpla su hipdtesis nula: que el clima no es estacio-
narioy que la ocurrencia de récords en dias sucesivos del mismo
afio no es independiente. Por otra parte, si la Unica desviacion de
la hipdtesis nula del test fuera debida a las tendencias del clima
verfamos un aumento de los valores significativos en los decenios
mas recientes, pero como se ve en la figura 2 o en la tabla 2, en
todos los decenios hay un nimero claramente mayor de afios
significativos que lo esperable bajo HO. Asi pues debe haber una
tendencia importante al clustering o agrupamiento de récords.

Para intentar valorar esta tendencia al agrupamiento pode-
mos suponer que los récords siguen un modelo sencillo en que
en cada ocurrencia del proceso binomial no se da un récord,
sino un ndmero m, pero de tal forma que su ndmero espera-
do no varfe. El nimero de récords un afio cualquiera no es ya
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Figura 5: Diagrama p-p (en escala logaritmica decimal) para
los p-valores del test global y para diferentes valores del
parametro de agrupamiento m = 3, 4, 5 (colores rojo, azul y
verde, respectivamente). Cuadrados para los afios 1961-1990,
circulos para 1991-2021. Linea recta negra: ajuste perfecto.

una variable aleatoria Bin(365, p) siendo p la probabilidad ted-
rica, sino m Bin(365, p/m). De esta forma el valor esperado de
récords no varia, sigue siendo 365 p (pues la esperanza matema-
tica del segundo proceso es m 365 p/m =365 p), pero la varianza
del proceso se multiplica por m aproximadamente®. Por tanto el
segundo proceso dara p-valores mas altos (menos significativos)
al tener mas varianza bajo H , y podremos conseguir para un m
adecuado unos p-valores mas proximos a los que deberia haber
de cumplirse H,. En caso de cumplirse H, exactamente los p-va-
lores deben ajustarse a una distribuciéon uniforme, suponiendo
realizaciones independientes del test, o sea, en este caso que
los nimeros de récords anuales son independientes en afios
sucesivos, lo cual podemos asumir como mucho menos proble-
matico que la ocurrencia de récords en dias sucesivos.

En lafigura 5 se muestra de forma intuitiva el grado de ajuste ala
distribucién uniforme de los p-valores del test global para valores
de m=3, 4y 5. En dicha figura, que es un grafico denominado p-p
en escala doblemente logaritmica, el ajuste perfecto a la uniforme
supondria que los puntos estarian alineados segin la linea negra.
Parece que el mejor ajuste se produce para m=5, pero también es
evidente que incluso en este caso los puntos no se ajustan bien
a una recta. Esto indica que el modelo simple de agrupamiento
considerado esta lejos de reflejar bien los nimeros de récords, de
hecho sabemos que las tendencias climaticas no se han tenido en
cuenta. No obstante esto Ultimo no parece ser determinante en la
falta de ajuste porque la distribucién de puntos de los primeros 30
aflos y de los Ultimos 31 (cuadrados y circulos en la figura respecti-
vamente) es bastante uniforme sobre el tramo de los graficos mas
disconformes con la linealidad (a partir de la abscisa 0.7 aproxima-
damente). Estos puntos de la derecha de la gréfica corresponden a
los valores mas alejados del valor esperado de nimero de récords.
Pero también es evidente que un mayor grado de agrupamiento m
del modelo propuesto acerca los datos al ajuste perfecto.
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3 Para el primer proceso la varianza es V1 =356 p (1-p) y para el segundo V2 = m2 365 p/m (1-p/m) = m 365 p (1-p/m), que al ser p es pequefia V2~ m V1.
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