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Sobre |a aceleracion
de (Laplace)-Coriolis

JOSE ANTONIO LOPEZ DiAZ

Introduccion

El papel central que juega la fuerza de
Coriolis en los movimientos atmosféri-
cos, especialmente en nuestras latitudes
medias, y en las corrientes ocednicas, es
0cioso resaltarlo. Por ello su estudio es
parte insoslayable de cualquier texto de
dindmica atmosférica, y generalmente se
ha visto antes en los cursos de mecani-
ca de ciencias fisicas por ejemplo. Pero
a menudo le surgen dudas al estudioso
de la meteorologia en la interpretacion
y relacion de dichas fuerzas con nocio-
nes emparentadas como el momento
angular o la fuerza centrifuga. Esta es
una de las razones que me han llevado
a escribir estas lineas, el reunir una serie
de resultados relativos a la aceleracién y
la fuerza de Coriolis en su conexién con
el resto de la mecanica, algo que no se
suele ver bajo este punto de vista porque
las aceleraciones inerciales en general se
consideran desgajadas del resto. Como
paso previo, presento un analisis deta-
llado de su naturaleza, que aunque esta
suficientemente clarificada por la deduc-
cion habitual en los textos, normalmente
no se le presta suficiente atencion a su
peculiar, y hasta paraddjica, naturaleza.
También intento resaltar su importancia
en la Fisica, y termino argumentando que
un mejor conocimiento de las mismas
puede ayudar a percibir de forma intuiti-
va, 0 al menos, menos contra intuitiva, los
fendmenos giroscopicos.

Concepto y derivaciéon

Aparece como un término complemen-
tario cuando se expresa la aceleracion de
una particula en su movimiento respecto
de una referencia S, nombrada conven-
cionalmente absoluta (sin que tenga que
ser inercial galileana, no estamos ahora
considerando fuerzas), en funcién de su
aceleracion respecto de otra referencia
S’ llamada relativa, en movimiento girato-
rio respecto a S. La aceleracion absoluta
A se descompone en tres términos:

a) aceleracién denominada de arrastre

A, que es la que tiene el punto fijo de la
referencia relativa S' en que esta el obje-
to, en su movimiento respecto a S

b) la aceleracién denominada relativa
del objeto a, que es la determinada por
un observador que se mueva solidaria-
mente con &'

c) el término complementario de Co-
riolis A,

A=A +a+A

La siguiente derivacion no es la habi-
tual que el lector puede encontrar en
cualquier texto de Fisica, basada en rela-
cionar la derivada de un vector en un sis-
tema movil S’ con su derivada en un siste-
ma fijo S. El objetivo es tratar de seguir la
pista con mas detenimiento al origen de
los distintos términos.

Supongamos que en el instante t el
objeto se mueve con velocidad V respec-
to a S. V se descompone en la velocidad
denominada de arrastre V,, que es la
del punto P fijo en S, en su movimiento
respecto a S, y en la velocidad del objeto
respecto a S, denominada velocidad re-
lativa v:

V=V_+v (1)

En un instante posterior t' tendremos
una descomposicién de las velocidades
similar, con velocidades con primas. La
aceleracion absoluta del objeto es el Iimi-
te de la diferencia de las velocidades de
t'y tdividido por (t-t) cuando t' tiende a t.
Esta diferencia es

V-V=(V-V)+(V-v) (2)

El primer término de la derecha de (2)
da lugar a una mitad del término de Co-
riolis, y el segundo a la otra mitad. Como
el término V'~ V, contiene las velocida-
des de arrastre de dos puntos diferentes
de la referencia relativa S’ en dos instan-
tes diferentes, se puede descomponer
en dos:

a) la diferencia entre las velocidades
de arrastre del punto P solidario de S
en que el objeto esta en t, entre los ins-
tantes t'y t. Este término da lugar a la
denominada aceleracion de arrastre A,
como vemos debida a la aceleracion de
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un punto fijo en S. Denominemos V" a la
velocidad de arrastre del punto P fijo en
S'ent, estetérminoesV, - V..

b) la diferencia V' -V,

El término V. - V" es la diferencia de
velocidades de arrastre de dos puntos
fijos de S'en t: el punto donde esta el ob-
jeto ent,y el punto en que estaba inicial-
mente el objeto. Esta diferencia da lugar
a una mitad del término complementario
de Coriolis. Como se ve, aparece debida
al mero desplazamiento de la particula
respecto a la referencia relativa, con el
consiguiente cambio posible en velocida-
des de arrastre.

Consideremos la diferencia de velo-
cidades relativas (V' - v). Este término
es mas delicado de analizar, quiza esto
ha contribuido a que las ideas sobre Ia
aceleracion de Coriolis tardaran bastan-
te en tenerse claras en la mecanica. La
Cuestidn es que parece que corresponde
simplemente a la aceleracion relativa a
del objeto, es decir, la vista por un obser-
vador que se mueva con S'. Pero un ob-
servador solidario con S’ vera el vector v*
girado respecto a como lo ve un observa-
dor solidario con S, debido al giro que en
el tiempo entre ty t' ha experimentado '
respecto a S. La aceleracion a que es vis-
ta por un observador solidario con S' se
obtiene restando a V', no v, sino el vector
en gue se transforma v en el instante t
si estuviera fijo respecto a S, llamémos-
lo v". Esta diferencia v’ - v da el término
a, pero entonces la diferencia v" - v da
lugar a una aceleracion complementaria,
que es la segunda mitad del término de
Coriolis. Este segundo término aparece
debido a, por asf decirlo, el “arrastre vec-
torial” que experimenta el vector veloci-
dad relativa debido al movimiento de S'.
Podemos por tanto decir que el primer
término complementario de Coriolis se
debe al arrastre puntual, y el segundo al
arrastre vectorial. Ambos son idénticos,
como veremos'.

Algunas consecuencias que podemos
extraer:

" En la explicacion intuitiva mas comun de la aceleracién de Coriolis se usa el movimiento de una particula en una referencia S’ giratoria que se mueve segiin
un radio fijo en S', y lo que se explica es la parte de arrastre puntual de la aceleracién de Coriolis, no se suele mencionar el 50 % restante debido al arrastre
vectorial. Esto sin duda se debe a que es menos intuitiva, pero podria ayudar el mostrar que no es, en si, mas misteriosa que la aceleracion centripeta. En
efecto, si los vectores velocidad relativa radiales en dos instantes préximos se los gira 90° hacia la izquierda se vuelven paralelos a los vectores velocidad

en esos instantes que tendria una particula en movimiento circular, que dan lugar a la aparicién de una aceleracién centripeta. Por tanto en el movimiento
relativo radial tiene que aparecer una aceleracién girada 90° respecto a la centripeta.
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Sobre la aceleracion de (Laplace)-Coriolis

a) El término complementario de arras-
tre puntual depende de la magnitud del
desplazamiento del objeto en S/, por tanto
de su velocidad relativa v, y de la variacion
de velocidades de arrastre entre dos pun-
tos infinitamente préximos en S', que solo
depende de la velocidad de rotacion ins-
tantdnea de S, Q, porgue la diferencia de
velocidades de arrastre es igual a la velo-
cidad del giro en S del segmento infinitesi-
mal fijo en S’ que une las dos posiciones
de la particula®. Andlogamente, el segundo
término de Coriolis, al que hemos llamado
de arrastre vectorial, al deberse al giro del
vector velocidad relativa considerado fijo
en S, solo depende de dicho vector vy de
Q. Por tanto, tampoco depende de la ace-
leracién angular. Ambos dependen solo
devydeQ.

b) Si v es paralela a Q, es decir, el obje-
to tiene velocidad relativa en la direccion
del eje instantaneo de giro de S, ambos
términos complementarios se anulan. El
primero porque la velocidad de arrastre
es la misma en puntos situados en una
paralela al eje de giro, y el segundo por-
que un vector velocidad paralelo al eje de
giro se desplaza paralelamente a si mis-
mo, es decir, no varia como vector. Asi que
el término complementario de Coriolis es
debido exclusivamente a la componente
de la velocidad relativa situada en el pla-
no ortogonal al eje de giro. Supondremos
entonces que hemos descompuesto la
velocidad relativa v en sus componentes
paralela y ortogonal al eje de giro, y consi-
deraremos a partir de ahora en exclusiva
el movimiento en dicho plano, conservan-
do las notaciones para las velocidades y
aceleraciones, de modo que v designa a la
componente de la velocidad relativa en el
plano ortogonal.

c) el término complementario de arras-
tre puntual tiene médulo Q v, y es ortogo-
nal av. En efecto, en un lapso infinitesimal
dt, la particula se mueve en S' una dis-
tancia v dt, y la diferencia de velocidades
de arrastre en ese intervalo es ortogonal
al mismo? y de médulo Q v dt, ya que el

segmento de longitud v dt gira a esa ve-
locidad angular, como todo el sistema S..

d) el término complementario de arras-
tre vectorial es idéntico el anterior. En
efecto, el vector v, tomado solidario a S,
efectda en dt un giro infinitesimal de an-
gulo Q dt, y su desplazamiento es perpen-
dicular av, y de médulov Q dt.

Hemos completado la deduccién del
término complementario de Coriolis, que
en resumen, esta en el plano ortogonal al
eje de giroinstantaneo de S'respectoa’s,
y es perpendicular a la componente de la
velocidad relativa situada en dicho plano.
Su sentido es hacer girar a la componen-
te ortogonal de la velocidad relativa v en
el mismo sentido que el giro de S, y su
maodulo vale 2 Q v.

Una derivacion a partir
del desplazamiento

Se puede dar un argumento para de-
mostrar la aceleracion de Coriolis basan-
dose en un cuidadoso andlisis del despla-
zamiento infinitesimal del movil respecto
a la referencia relativa®. Sea un obser-
vador situado en un punto P fijo de un
sistema giratorio S'. Supongamos que en
t=0 un movil Q parte de P con velocidad
relativa v y sin aceleracion absoluta, A =
0. Nos proponemos calcular como ve el
observador en P el movimiento respecto
a su sistema S'. Para ello es util imaginar
un tercer sistema de referencia S" que en
t=0 coincide con S, pero animado de la
velocidad de arrastre Qrde Pent=0y
sin giro, es decir, en traslacion uniforme.
Respecto de S” el mévil Q se desplaza
con velocidad uniforme vy en un tiempo
elemental dt habra cubierto un despla-
zamiento elemental, respecto del punto
P" que coincide en t=0 con P pero esta
fijoen S, D1 =P"Q=v dt. Tras el lapso dt
el punto P fijo en S' no coincidird con P”,
sino que habra recorrido un arco circular
de la misma longitud Q r dt que la recorri-
da linealmente por P". El desplazamiento
relativo de P" respecto de P en dt se debe
pues a la aceleracion de arrastre centri-

2Si hay aceleracién angular de S’ da un infinitésimo de mayor orden.
3 En efecto, si tenemos un segmento de longitud fija moviéndose en una referencia S, la ligadura de conservacion de la longitud exije que las proyecciones a lo largo del
segmento de las velocidades instantdneas de sus dos extremos coincidan. Por tanto el vector diferencia de las velocidades de sus extremos no tiene componente a lo
largo del segmento, luego yace en el plano ortogonal al segmento.
4 El razonamiento se basa en que si un mévil tiene velocidad y aceleracién instantaneas v y a respectivamente, el desplazamiento s a partir de t=Ovales=vt+%at2+
términos al menos de orden 3 en t, como se puede comprobar derivando hasta dos veces en t=0. Por tanto se puede determinar a conociendo s hasta infinitésimos de

2°orden endt.

peta de P, y vale, hasta infinitésimos de 2°
orden, D2=PP"=-1/2 A_dt?°.

Pero ademas el sistema S’ ha girado un
angulo Q dt en el tiempo dt respecto de
P,y por tanto P ve a Q girado en senti-
do opuesto el mismo angulo, lo que da
otro desplazamiento de segundo orden,
perpendicular a D1y de médulo D3 = D1
Q dt= Qv dt2 7. En consecuencia, hasta
el segundo orden en dt, el movimiento
relativo visto por P de Q en dt se compo-
ne de: un Unico término de primer orden
D1, que al derivar respecto al tiempo da
la velocidad relativa v como era de espe-
rar, y de los términos de segundo orden
D2 y D3, que al derivar dos veces dan
la aceleracion. D2 da la aceleracion de
arrastre cambiada de signo, y D3 la acele-
racion de Coriolis cambiada de signo, de
maodulo por tanto 2 Q v. Hemos probado
que para A=0 se tienea =-A, - A_ con
lo que hemos terminado la deduccion &.

Casos particulares

Para profundizar en el significado del
término de Coriolis merece la pena ana-
lizar con cierto detenimiento los dos ca-
sos particulares mas destacados por la
simetria de un movimiento giratorio, el
caso de velocidad puramente tangencial
y puramente radial.

1. Velocidad relativa perpendicular al
radio vector.

Consideremos en primer lugar que el
objeto tenga una velocidad relativa per-
pendicular al radio vector que lo une con
el centro de giro en el plano. Como el
término de Coriolis vimos que no depen-
de de la aceleracion relativa del objeto,
usemos de esta libertad para suponer el
movimiento mas sencillo posible en este
Caso, a saber, que el objeto describe en &'
una trayectoria circular, con velocidad re-
lativa v. En el movimiento en S, el objeto
describe un circulo con velocidad Qr +v,
con lo que su aceleracion absoluta, como
es sabido, es la centripeta (Q r + v)!/r =
M2r+v2/r+2Qv. El primer término de
esta expresion es la aceleracion de arras-

° El giro elemental en dt del vector radial A, es un infinitésimo de primer orden en dt, que da una modificacion de tercer orden a D2.

5 Vectorialmente, si r es el vector de posicién de P respecto al origen, su velocidad absoluta es V= Q x r, de modo que para un punto Q de S'en r’ su velocidad relativa
respectode Pvale Qxr' - Qxr= Qx(r -r)que demuestra que Q gira respecto de P con la misma velocidad angular Q.

7 La modificacién de segundo orden debida a este giro de D2 es de tercer orden, al ser D2 de segundo orden, y se puede despreciar.

8 En ocasiones se encuentra esta deduccién basada en el desplazamiento para el caso de movimiento con velocidad relativa puramente radial, pero incompleta al no
incluir el desplazamiento debido a la aceleracién de arrastre, lo que simplifica notablemente el razonamiento. No se puede considerar este proceder riguroso, ya que
para deducir las aceleraciones hay que considerar todos los desplazamientos hasta el segundo orden en dt, y tan de segundo orden es el debido a la aceleracion de

Coriolis como el debido a la aceleracién de arrastre.
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tre A, (pues la velocidad de un punto fijo
en S' es Q ), el segundo la aceleracion
relativa A del movimiento circular en S'
puramente centripeta en este caso, por
tanto el término restante tiene que ser
igual al término complementario de Co-
riolis. En este caso podemos decir de que
el término de Coriolis tiene una naturale-
za centripeta, es una especie de término
centripeto complementario.

Este resultado, obtenido de forma tan
rapida, se puede generalizar a cualquier
direccién de v razonando como sigue:
consideremos un tercer sistema de refe-
rencia S', fijo con respecto a S/, pero con
el origen justo en la posicion de la parti-
culaent. Respecto de S"la aceleracion de
Coriolis es la misma que respecto de S,
dado que dicha aceleracién solo depen-
de de vy de Q, y ambas son las mismas
tomando S’ 0 S” como referencia relativa.
Pero es evidente que respecto de S" no
hay ninguna direccién preferente para
la velocidad v de la particula. Por tanto
concluimos que para cualquier direccion
de v la aceleracion de Coriolis tiene la
misma expresion que la deducida arriba.
Creo que esta es la forma mas rapida de
llegar a la expresion de la aceleracion de
Coriolis, demostrar en primer lugar que
solo depende de Q y de v, y generalizar
a partir de movimiento relativo circular.
2. Velocidad relativa en sentido radial.

Este caso tiene una estrecha relaciéon
con una de las leyes basicas de la mecani-
ca, la conservaciéon del momento angular.
En su forma mas basica, puramente cine-
maética, esta ley dice que, considerando el
movimiento de un objeto puntual con ve-
locidad constante en el plano determina-
do por la recta de la trayectoria y el origen
O, el producto rv, es constante, siendo v,
la velocidad normal al radio vector r en
cada momento. Recordemos que esta ley
no es mas que la expresion de una sen-
cilla propiedad geométrica, que el objeto
barre dreas iguales en tiempos iguales. Es-
to se deduce trazando desde la recta de
la trayectoria la perpendicular al punto O,
y expresando el drea barrida en un tiem-
po dado como la mitad del producto de la
longitud de la perpendicular por la distan-
cia recorrida por el objeto dicho tiempo, y
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recordando que el objeto se mueve con
velocidad uniforme. Como es sabido, la 2°
ley de Kepler generaliza lo anterior al caso
de un campo de fuerzas centrales.

Para deducir en este caso el término de
Coriolis de la anterior ley, usamos de nuevo
el hecho de que la aceleracién de Coriolis
solo depende del estado de movimiento
(velocidad) instantanea del objeto, no de
su aceleracion, y suponemos que en el ins-
tante considerado describe un movimiento
con velocidad uniforme en S (sin acelera-
cién absoluta), con velocidad relativa v pu-
ramente radial. Su velocidad tangencial en
Svale en general Q r + u, siendo u la com-
ponente tangencial de la velocidad relativa
(que hemos supuesto nula inicialmente).
La conservaciéon del momento angular da
dlr (Qr+u)}/dt = 0, que sustituyendo u=0
después de derivar conduce a du/dt = - 2
Q v. Este término dara finalmente la ace-
leracién de Coriolis, pero todavia hay que
hacer varias consideraciones.

Proyectemos la ecuacion Ac = A - Aa -
a en la direccién tangencial, recordemos
gue hemos supuesto A=0. La aceleracién
de arrastre A, es en este caso la acelera-
cién centripeta de la particula debida al
giro de S, que tiene direccién radial, por
tanto no contribuye a la proyeccién tan-
gencial. La aceleracion relativa a requiere
cuidado, porque estamos considerando
un sistema de coordenadas polares en S
cuyos vectores unitarios radial y tangen-
cial siguen ala particula en su movimiento.
Estos vectores giran si la particula posee
velocidad tangencial, pero en este caso
solo tiene velocidad radial y estos vectores
se desplazan paralelamente a sf mismosy
por tanto no giran. En consecuencia a solo
contiene las contribuciones provenientes
de las derivadas de la velocidad radial y
tangencial con sus vectores unitarios inva-
riables. En suma, la componente tangen-
cial de a es simplemente du/dt. Conclui-
mos que la componente tangencial de A,
vale - du/dt=2 Q.

También podemos analizar este ca-
so basandonos en consideraciones
energéticas. Partimos del teorema ci-
nematico basico de la energia cinética
aplicado a una particula en movimiento
con aceleracion a en cualquier sistema
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de referencia. En forma diferencial te-
nemos a.ds = dv/dt.ds = dv.v =% d v2,
Lo aplicamos a una particula que en el
sistema S’ se mueve con velocidad pu-
ramente radial v y esta vez sin acelera-
cion relativa, es decir, en S' se mueve
con velocidad uniforme v a lo largo de
un radio (de nuevo nos valemos de que
la aceleracion de Coriolis no depende de
la aceleracion de la particula). Aplicamos
el anterior teorema de la energia ciné-
tica en forma diferencial en el sistema
S. En este sistema la velocidad radial es
la misma que en S, v, pero la velocidad
tangencial U vale U = Q r. En el tiempo
infinitesimal dt la particula se desplaza
en S un segmento dr = v dt en sentido
radial, y un segmento d g = Q r dt en
sentido tangencial. La aceleracion A en
S se descompone en A=A_+A_yaque
hemos supuesto a = 0. Se tiene A.ds =
A, dr+A_dg, al ser A, radial por ser la
aceleracion centripeta y A, tangencial;
portanto A.ds=-Q2rdr+A dg=Q2
rvdt+A Qrdt Aplicando el teorema
cinéticotenemos -Q2rvdt+A Qrdt=
Yod V=Y dU2+v2)="7%d(U?)(al serv =
cte)=%d(Q?r?)=Q?2 rvdt. Despejando
obtenemos finalmente A =2 Qv.

3. El caso de la atmésfera.

Asi pues, la aceleracion de Coriolis
para la componente tangencial del mo-
vimiento estd intimamente relacionada
con la aceleracion centripeta, y para la
componente radial con la conservacion
del momento angular. En la atmdsfera,
considerando como es habitual en Ia
dindmica atmosférica las componentes
horizontales, la componente zonal del
viento da lugar a una aceleracion de Co-
riolis meridiana de origen centripeto, y la
componente meridiana del viento a una
aceleracion de Coriolis zonal derivada de
la conservacion del momento angular.
Esto es valido con la suposicion habitual
de que los movimientos verticales son
despreciables frente a los horizontales,
lo que es admisible en escalas horizon-
tales suficientemente amplias en que la
estratificacion hidrostatica de la atmds-
fera restringe relativamente mucho los
movimientos verticales frente a los ho-
rizontales. En casos en que esto no sea

 Dando por conocido que la aceleracién de Coriolis es perpendicular a la velocidad relativa, deducimos que en este caso solo tiene componente tangencial,
pero este hecho no se puede deducir de consideraciones de momento angular exclusivamente.
1% Para una masa con velocidad zonal U ~ 50 m s como en vientos del chorro en latitudes medias, donde el parametro de Coriolis para la componente vertical
de la aceleracién de Coriolis f =2 Q cos () ~ 10* m s, la componente vertical de la aceleracién de Coriolis f U equivale, en términos de flotabilidad, a una AT

dada por g AT/T=f U, AT~ 0.15°C.

En los movimientos verticales del aire la aceleracién de Coriolis vertical es despreciable frente a la flotabilidad. Para una masa de AT respecto del ambiente de
10 °C la aceleracién arquimediana de flotabilidad es b ~ g/30 (10/T ~1/30), mientras que con un parametro de Coriolis para movimiento vertical 2 Q cos () ~
10*s7, la aceleracién deflectora de Coriolis suponiendo velocidad de ascenso/descenso ~ 10 m s es ~ g / 10000 ~ b / 300, por tanto despreciable respecto a la

flotabibilidad.
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Sobre la aceleracion de (Laplace)-Coriolis

admisible es necesario considerar tam-
bién la componente de la aceleracion de
Coriolis en sentido vertical derivada del
movimiento zonal (que al contrario que
el pardmetro de Coriolis, es maxima en
el ecuador y minima en los polos)™®. La
componente vertical de la aceleracién de
Coriolis en movimiento zonal incrementa
la flotabilidad de las masas que soplan
del O, y la reduce correlativamente en las
que vienen del E.

Aspectos dinamicos

El andlisis de la aceleracion relativa
permite, como es sabido, analizar el
movimiento en cualquier sistema de
referencia introduciendo unas fuerzas
ficticias de inercia. Se parte de un siste-
ma absoluto S que ademads es galileano,
de tal forma que en él rige la 2° ley de
Newton, y m A = F siendo F la resultan-
te de las fuerzas verdaderas aplicadas
a la particula de masa m. Entonces de
ma=mA-mA, -mA =F-mA, - mA
deducimos que en el sistema S’ todo su-
cede como si ademas de la fuerza real F
actuaran sobre la particula dos fuerzas
ficticias de inercia, una debida a la acele-
racion de arrastre (con una componente
centrifuga), y otra debida a la aceleracion
complementaria. A esta Ultima se le llama
fuerza de Coriolis, y como se ve tiene un
signo opuesto a la aceleracion de Corio-
lis, es decir, tiende a hacer girar al vector
velocidad relativa en sentido opuesto al
del giro del sistema S'. Estas fuerzas, aun-
que se denominan ficticias, dan lugar a
efectos muy reales cuando se analiza el
movimiento desde un sistema no inercial
galileano. Es importante darse cuenta de
que son fuerzas masicas, es decir, afec-
tan a cada particula de un sistema en vir-
tud tan solo de su masa, aungue sobre
la particula no actde ninguna fuerza real.
En este caracter de fuerzas masicas solo
tienen una contrapartida entre las fuer-
zas reales de la fisica en la fuerza de la
gravedad. Por tanto podemos cancelar
completamente el efecto de la gravedad,
al menos localmente (mientras la fuerza
de gravedad se pueda considerar para-
lela), con tal de pasar a un sistema S' con
A =gysingiro conrelacién a S de forma
que la fuerza de Coriolis se anule. En este
sistema la dinamica se rige por la ecua-
cion ma=F enla que F es la resultante

de todas las fuerzas verdaderas no gravi-
tatorias (electromagnéticas, de contacto,
etc.). Por tanto en S’ toda la mecénica su-
cede como si el sistema S fuera inercial
galileano y no hubiese gravedad. Esto es
lo que sucede en el fendmeno llamado
de ingravidez (aparente), cuando un sa-
télite orbita alrededor de la tierra, o un
avion describe una trayectoria en caida
libre. La teorfa de la Relatividad General
de Einstein parte de su principio de Equi-
valencia, que viene a decir que no sélo la
mecanica, sino toda las leyes de la Fisica
(electromagnetismo, etc.) son las mismas
enuntal S'que en un sistema inercial ga-
lileano sin fuerzas gravitatorias™.

Conservacion del
momento angular

en campo de fuerzas
centrales a partir de
aceleracién de Coriolis

Por su importancia veamos la demos-
tracion de este resultado usando la ace-
leracién de Coriolis. La particula se mueve
en la referencia S, en este caso galileana
para aplicar la 2% Ley de Newton, que sien-
do la fuerza verdadera exclusivamente ra-
dial, nos da en coordenadas polares A =0.
Consideramos en un instante dado una
referencia S' que gira con velocidad angu-
lar igual a la de la particula en ese instante,
determinada por su velocidad tangencial,
Q=V/r,y tomamos también coordenadas
polares en S'. Se tiene proyectando sobre
latangente, 0=A =A_ +a+A_. Laacele-
racion de arrastre es exclusivamente cen-
tripeta, por lo que A, =0. En cuanto a a,. ra-
zonando como antes que, en un sistema
de coordenadas polares si el movimiento
es puramente radial, como es el caso da-
da la eleccion de Q (que anula v, en S), los
vectores unitarios tangencial y radial tie-
nen derivada nula, a, = d v/dt. El término
de Coriolis, al ser la aceleracion de Coriolis
perpendicular a v, es decir, puramente
tangencial, de médulo 2 Q v, nos da final-
mente d v/dt + 2 Qv = 0. Por otra parte,
usando quev, =V, - Qrsacamos que d v/
dt=dV/dt - Qv, sustituyendo d V/dt + O
v=0=dV, /dt+V/rdr/dt llegamosad(rV,/
dt =0, que es la ley de conservacion del
momento angular.

En consecuencia no hay propiamente
nada en la ley de conservacién del mo-

mento angular que no se pueda ver igual-
mente usando Coriolis, y a menudo es Co-
riolis mas intuitivo. En el tipico ejemplo del
patinador parailustrar la conservacion del
momento angular, el patinador de hielo al
extender los brazos disminuye su veloci-
dad angular, y viceversa. Cualquier perso-
na con conocimientos de fisica dird que
se debe a la conservacion del momento
angular, pero preguntado exactamente
qué fuerzas hacen que el patinador se
frene/acelere la cosa es menos clara. La
respuesta es que es la fuerza de Coriolis
que se experimenta en el sistema relativo
que gira instantaneamente con él. Para
centrar ideas, en el problema andlogo de
una bola que se mueve sin rozamiento
dentro de un tubo que gira con velocidad
angular constante, con una velocidad ra-
dial v dada, tomando el sistema S’ con la
misma velocidad angular del tubo, la bola
experimenta la reaccion lateral tangencial
del tubo como Unica fuerza real. Como el
término de arrastre es centrifugo no da
componente tangencial, y la aceleracién
relativa solo puede ser radial también, por
lo que deducimos que la reaccién del tubo
esigualy opuesta a lafuerza de Coriolis so-
bre la bola. Esta fuerza tiende a disminuir
la velocidad de giro para velocidad radial
positiva, y viceversa. Este ejemplo ilustra
bien que las fuerzas de Coriolis, aunque
ficticias inerciales, dan lugar a fenémenos
perfectamente reales. En mi opinién, seria
bueno en la didactica de la Mecanica dar
mas peso a las aceleraciones de Coriolis
como complemento a las consideraciones
de momento angular, porque aquellas
son intuitivas cuando se analizan, pero el
estupendo aparato matematico vectorial
empleando para la demostracion de los
teoremas de conservacion del momento
angular, o las ecuaciones de Euler del mo-
vimiento del sdlido, oscurecen al mismo
tiempo el origen dinamico concreto de los
fendmenos.

Energia cinéticay
aceleracion de Coriolis

Al igual que el resto de las leyes de la
mecanica, el teorema de la energfa ciné-
tica se cumple también en el movimiento
relativo, con tal de afiadir a las fuerzas rea-
les las inerciales. Como es sabido, la fuer-
za de Coriolis no efectla trabajo en el mo-
vimiento relativo, al ser siempre ortogonal

"' Para alguien familiarizado con la dindmica de fluidos, o la dindmica atmosférica en particular, donde las fuerzas ficticias inerciales juegan un papel destacado, no
deja de causar cierta perplejidad que Einstein dijera que su intuicién mas afortunada fuera que en un sistema en caida libre la gravedad aparentemente se anula.
Parece a primera vista un hecho relativamente elemental de la mecénica, aunque por supuesto Einstein tuvo la genial intrepidez de extenderlo a toda la Fisica para
asi fundamentar su teoria de la Relatividad General. Quiza quepa interpretar esta anécdota como un testimonio indirecto de que las fuerzas ficticias no inerciales
estuvieron un tanto orilladas en el tratamiento estandar de la mecanica, a favor del principio de conservacién del momento angular por ejemplo.
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al desplazamiento, que tiene la direccién
del vector velocidad instantanea relativa.
Volviendo al ejemplo de la bola y el tubo
giratorio sin rozamiento, el teorema de
la energfa cinética en el sistema giratorio
dice que la variacién de energfa cinética
relativa de la bola se debe al trabajo exclu-
sivo de la fuerza inercial centrifuga, dado
que tanto la fuerza real del tubo como la
de Coriolis son ortogonales al desplaza-
miento relativo puramente radial™. Esto
no estd en contradiccion con el hecho de
que, aplicado dicho teorema en el sistema
absoluto, las fuerzas de reaccion del tubo
efectlian un trabajo (real), igual al aumen-
to de energfa cinética absoluta de la parti-
cula, dado que son las Unicas fuerzas ver-
daderas que actian en dicho sistema'.

El caso del patinador puede ser asimila-
do al caso en que la bola en el interior del
tubo (que gira sin rozamiento) esta unida
al centro por un resorte, en la posicion ini-
cial el resorte esta en posicion relajada, la
bola sujeta a una distancia radial daday gi-
rando con una determinada velocidad an-
gular. Se suelta el tope y la bola empieza a
alejarse radialmente tensando el resorte
que va ganando energfa potencial, por
tanto la bola debe perder energia cinética
absoluta. En cualguier momento mientras
la bola tensa al muelle, en S' que gira a la
misma velocidad que la bolg, la Unica fuer-
za real es la tension del muelle, la fuerza
de Coriolis no hace trabajo, solo queda
la fuerza de arrastre centrifuga, que es la
que hace trabajo para que el muelle gane
energia potencial. Visto desde el sistema
S, la bola pierde una energia cinética igual
al aumento de energfa potencial del mue-
lle, conservando su momento angular al
ser la fuerza central. Cuando el muelle al-
canza su maxima distension, se invierte el
proceso naturalmente, siempre suponien-
do ausencia de pérdidas por friccion',

Aceleracién centripeta
deducida de aceleracion
de Coriolis

Como curiosidad, también la acelera-
cién centripeta se puede derivar de la
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aceleracion de Coriolis. Ya vimos que la
aceleracion de Coriolis se puede deducir
de la aceleracion centripeta, a la inversa se
puede razonar de esta forma: en general,
si un mavil tiene en un instante dado la ve-
locidad vy la aceleracion a, si se invierte la
direccion del tiempo, mirando la trayecto-
ria por asf decirlo con la pelicula invertida,
su velocidad pasa a ser la opuesta, V' = -,
pero su aceleracion es la misma a'= a (co-
mo se deduce de que la velocidad es una
primera derivada temporal, la aceleracion
una derivada segunda temporal). Por tan-
to, al cambiar de signo la velocidad angular
de un sistema S' se invierten las velocida-
des de cada punto, pero se conservan las
aceleraciones de arrastre. Tomemos ahora
en la referencia S’ que gira respecto a S a
la velocidad Q una particula que describe
una trayectoria circular en S, con velocidad
angular respecto a este sistema - Q. Esta
claro que dicha particula esta en reposo en
Sy por tanto A = 0. Por otra parte, su ace-
leracion de arrastre A, debida al girode S'a
velocidad Q es la misma que su aceleracion
relativa A, respecto a S'(por ser debida a un
giro a velocidad -Q). Por tanto tenemos 0 =
A=A +A +A =2A+A luegoA=-1/2
A, que es unvector de médulo Qv=0Q2ry
direccion centripeta c.q.d.

Fendmenos giroscdpicos

En el tratamiento habitual de los feno-
Menos giroscopicos, su origen concreto
dindmico queda casi siempre velado por
el aparato de las ecuaciones del momen-
to angular de Euler, que desde luego per-
miten un analisis completo. Sin embargo,
una vez que se comprenden las fuerzas
de Coriolis, estos fendbmenos pierden su
halo de misterio. Consideremos un expe-
rimento casero tipico: una persona sujeta,
con ambos brazos extendidos horizontal-
mente, una rueda de bicicleta por su eje,
y después de imprimirle un giro rapido so-
bre su eje, hace que gire alrededor de un
eje vertical acercando una mano y alejan-
do la otra. Tomando un sistema coorde-
nado con el plano XY horizontal, y el eje X
perpendicular a la persona, la rueda en el
instante inicial esta en el plano XZ. Como
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es sabido, al aplicar con las manos el giro
de eje Z aparece un par giroscopico, que
segun la ecuacion de Euler se debe a la va-
riacion del momento angular de la rueda
(que inicialmente esta sobre el eje V).

Para ver qué aceleraciones en concre-
to provocan la aparicién del momento,
analicemos el movimiento en un sistema
S' que gira sobre el eje Z a la misma velo-
cidad angular que la rueda. En este siste-
ma, tomando un sector circular elemental
de la rueda, expresemos la fuerza real en
funcién de la fuerza de arrastre, relativa y
de Coriolis, y proyectemos sobre un eje
ortogonal al plano de la rueda inicialmen-
e (eje ). De las tres aceleraciones, tanto
la de arrastre, centripeta con relacién al
eje vertical Z y perpendicular al mismo,
como la aceleracion relativa debida al giro
de la rueda sobre su eje, centripeta con
relacién al centro de la rueda, yacen en el
plano de la rueda XZ, y se compensan por
las tensiones de los radios y estructura de
la misma. La que queda, la de Coriolis, es
perpendicular al plano de la rueda y su
mddulo depende de la posicion del ele-
mento de rueda, maxima para un elemen-
to sobre el eje Z, nula para un elemento
sobre el eje X. Se ve ademas que en ele-
mentos de rueda simétricos respecto al
centro se reducen a un par de fuerzas, al
tener resultante nula, por tanto integran-
do danlugar a un momento, que es obvia-
mente el mismo que se deduce aplicando
las ecuaciones de Euler'. En suma, cabe
afirmar que la razén del caracter misterio-
so o paraddjico de los pares giroscopicos,
y también por tanto de su tendencia a
conservar la direccion del eje de giro que
los hace tan Utiles, radica en Ultimo anali-
sis en la aparicion de fuerzas de Coriolis.
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'2 Esta energfa cinética del movimiento relativo es la debida a la velocidad radial exclusivamente; el hecho de que se deba al trabajo de la fuerza inercial centrifuga se
deduce inmediatamente de la correspondiente ecuacién de Lagrange para el sistema con Unico grado de libertad la distancia radial.

'3 Sila bola se mueve libremente (sin la constriccion del tubo) con velocidad instantdnea relativa puramente radial en S/, el teorema diferencial de la energia cinética
en este sistema da el mismo resultado que con el tubo, dado que la fuerza real del tubo no hace trabajo, solo la fuerza ficticia inercial centrifuga. En el sistema S’ por
tanto la energfa cinética aumenta, pero se conserva en este caso evidentemente en S, dado que no actlian fuerzas reales sobre la bola.

4 Suponiendo la masa de la bola la unidad, su momento angular L = r2 w se conserva al ser la fuerza del muelle central; por otra parte su energia cinética de rotaciéon
es 2 K, = w?r? sustituyendo, 2 K, = L2 /r2, luego crece al contraerse el muelle. Por otra parte, la ecuacion del movimiento radial del muelle, obtenida en el sitema
S'que gira en un instante dado con su misma w, da d?r/dt=w?r -k (r - r,), siendo k la constante elastica del muelle y r, su posicién de distension. Aplicando la
conservacion de L obtenemos d2r/dt=12/r3 -k (r- r,) que no contiene mas incégnitas que ry por tanto lo determina dadas las condiciones iniciales de (r, dr/dt).
'>Para ello hay que descomponer la velocidad relativa debida al giro de la rueda sobre su eje en sus componentes horizontal y vertical, solo la primera da

aceleracion de Coriolis.
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