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Una generalizacion

de las descomposiciones

APLICADAS A LA CIRCULACION GENERAL

JOSE A. LOPEZ DIAZ

n los estudios de la circulacién general atmosférica u
ocednica se utilizan descomposiciones de promedios de
productos de variables climdticas para permitir el ané-
lisis de sus variaciones conjuntas en distintas escalas.
Un ejemplo es el estudio del transporte meridional de energia
térmica, para el que se parte de las anomalias de la componen-
te meridional V de la velocidad y de la temperatura T respecto
de sus promedios zonal y temporal. Notando por A al prome-
dio temporal de una variable A y por A’ a su anomalia temporal,
A'=A-A, ypor [A] y A* al promedio y anomalia zonales respecti-
vamente, se tiene la descomposicion (ver p. ej. Hartmann, cap.6):
(V. T]=[V][T]+[V*T*]+ [V T’ (Des.1)
que representa el promedio de transporte meridional de ener-
gia térmica a lo largo de un circulo de latitud dado en suma
de tres términos: transporte por la circulacién meridional
media, los remolinos (‘eddies’) estacionarios y los remoli-
nos transitorios.

En ocasiones se hace una descomposiciéon que contiene
un término mds que es un promedio del producto de anoma-
lias dobles (p.ej. en Peixoto, cap. 4):

[V _T]=[VI[T]+ [V*T*]+[VI' [T+ [(V)**(T)*] (Des.2)

En el presente articulo abordo un intento de sistematizar
este tipo de descomposociones partiendo de un andlisis de
las propiedades de unos operadores promedio que generali-
zan los usados en las descomposiciones anteriores. Esto per-
mitira llegar a dos generalizaciones de las descomposiciones
(Des.1) y (Des.2).

Operadores promedio y sus propiedades

Partimos de una variable cualquiera X que depende de
M indices (como longitud, tiempo, coordenada vertical,...),
X=X (a,b,c,..). La variable X esta definida en un dominio de
la forma [al, a2]x[bl, b2]x....., es decir, la generalizacién de
un rectdngulo en dos dimensiones al nimero de dimensio-
nes M. Denotemos al conjunto de indices por Q={a,b,c,...}, ¥
a un subconjunto cualquiera de Q por J. Al resultado de pro-
mediar la variable X sobre todos los indices no incluidos en J
lo denotemos por J/X. De acuerdo con esta definicidn, la va-
riable J/X depende tan solo de los indices del subconjunto J.
Por ejemplo, si Q) consta de las dimensiones (longitud, tiem-
po y coordenada z), y J={longitud, tiempo}, la variable J/X
es un promedio sobre la variable z. Diremos que J es un ope-
rador promedio, y usaremos la misma letra para denotar el
conjunto de indices y el operador promedio correspondiente,
segln el contexto. Por tanto, la variable J/X dependerd tan
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solo de los indices incluidos en J; en el ejemplo anterior, J/X,
al estar promediado en la vertical, dependera tan solo de las
otras dos dimensiones.

Dos casos particulares importantes son:

Q/X=X
@/ X=<X>

La primera igualdad muestra que el operador promedio
Q deja la variable inalterada. En la segunda ¢ es el operador
correspondiente al conjunto vacio, y expresa el promedio to-
tal de X respecto de todas sus dimensiones (un nimero por
tanto), denotado por también por <X> de aqui en adelante.

Como al aplicar operadores promedio se obtienen nuevas
variables que dependen de menos indices que los de partida Q,
denotaré el conjunto de indices de los que depende una varia-
ble X cualquiera por i(X), de modo que siempre i(X) C Q. De la
definicién de operador promedio resulta inmediatamente que

*i/x)ycJ (AD

Ademas es claro que siempre se cumple i(X)/X=X don-
de i(X) es el operador correspondiente al conjunto i(X), por
tanto es un promedio sobre variables de las que no depende
X, y no la modifica. Generalizando este razonamiento, tene-
mos la propiedad:

(*) Sii(X) CJ se cumple J/X=X (PO)

De la linealidad de la integracion se deriva inmediatamen-
te la linealidad del operador J:

(*) Para nimeros a y b cualesquiera,

J/(@X+b Y)=aJ/X+bJ/Y (P1)

Sera muy util operar con los operadores promedio como
si fueran funciones al multiplicarlos por nimeros y sumar:

@J+b K)/X=,,, a J/X+b K/X (D),

donde el subindice DEF indica que se trata de una defi-

nicién. De esta forma definimos operadores promedio gene-

ralizados a base de combinar linealmente operadores pro-

medio, para los que es facil ver que se sigue cumpliendo la
linealidad (P1).

Definimos como es habitual la composicién de dos ope-
radores promedio J y K como el resultado de aplicar J a K/X,
y adoptamos el convenio de notacién:

J/(K/X) = U K)/X (D2),

Inmediatamente a partir de la definiciéon de operador pro-
medio sacamos la importante consecuencia de la conmuta-
tividad de operadores promedio, como indica la notacién:

(J K)/X=(K J)/X (P2)

(P2) no es otra cosa que la aplicacién del teorema de Fu-
bini que permite intercambiar el orden de las integrales en
una integral multiple sobre un dominio de forma rectangular



en varias dimensiones como es el caso que estamos conside-
rando para los operadores promedio. Es claro que la conmu-
tatividad se generaliza a operadores promedio generalizados.

De (D1) y (D2) se deduce que, como indica el convenio
notacional adoptado, podemos operar con la composicién de
operadores tanto simples como generalizados con las mis-
mas reglas que si se tratara de un producto normal. Por ejem-
plo para operadores promedio arbitrarios J, K, L, M tenemos
(J+K)(L-M) =(J L-JM+K L-K M)

Una propiedad fundamental de la composicién de opera-
dores promedio es:

(*) U K)/X=(nK)/X P3)

donde el operador del segundo miembro es, como indica
la notacidn, el correspondiente a la interseccién de los con-
juntos de indices correspondientes a los operadores del pri-
mer miembro. La demostracion consiste bdsicamente en una
contabilidad adecuada de los indices de promedio que ope-
ran. Al operar sobre X con el operador K, el promedio resul-
tante solo puede depender de los indices incluidos en K, y al
operar de nuevo sobre este promedio con el operador J, la va-
riable resultante solo puede depender de indices incluidos en
J. Por tanto (J K)/X solo puede depender de indices comu-
nes aJy K, y esto es lo que hace el operador promedio (JNK).

En virtud de (P3) la composicién de operadores promedio
se reduce a un nuevo operador promedio. Por tanto esta pro-
piedad, junto con las reglas algebraicas de expansién de ex-
presiones conteniendo operadores promedio vistas, permitira
simplificar grandemente expresiones complicadas.

Promedios de productos de variables

Tras sentar las bases del cdlculo con operadores promedio,
pasemos a estudiar el objeto principal de este trabajo, la apli-
cacién de operadores promedio sobre productos de variables
X e Y arbitrarias. Es clave la siguiente propiedad que permite
factorizar la expresion, y que es una generalizacién de (P0):

(*) Sii(X) CJ se cumple J/(X Y)=X (J/Y) (P4)

(P4) no es mds que la conocida propiedad de la integra-
cién de productos de variables que permite sacar fuera de la
integracion aquellas variables que no dependen de las varia-
bles sobre las que se integra. Vemos que (P4) permite pasar
del promedio de un producto a un producto de promedios.

En el caso de que el operador J sea el de promedio glo-
bal ¢ podemos probar una igualdad que aplicaremos repeti-
damente mds adelante en el estudio de promedios globales
de productos. Para operadores promedio cualesquiera J y K:

(*) @/U/X K/Y)=@/{I/X 0 nK)/Y} (P5)

En la que como antes en el segundo miembro JNK es el
operador correspondiente al conjunto de indices J n K . Esta
igualdad se prueba sustituyendo el operador ¢ por ¢ J que
es evidente a partir de (P3) (p nJ= ¢) para obtener ¢/(J/X
K/Y)=¢/{J/U/X K/Y)} que en virtud de (P4) se transforma
en @/{ J/X (J K)/Y)} que tras aplicar de nuevo (P3) condu-
ce a (P5).

Para estudiar las formas comunes de descomponer pro-
medios de productos en sumas de términos resultara ttil in-
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troducir otra notacién para asociar a un operador promedio
otro que representa una anomalia respecto al mismo. Defi-
nimos el operador de anomalia J* asociado al operador J por
la igualdad operacional

I (VE))| (D3)

De la definicién anterior se deduce la descomposicién ope-
racional Q=J+J* que denominaremos en adelante descom-
posicion de la identidad, y que estd en la base de las igual-
dades para descomposicion de promedios de productos que
vamos a obtener.

Dos igualdades operacionales inmediatas usando (P3) son

() J*=J* J=J(Q-1)=J-J=0y @ J*=¢ (Q-J)=@-¢@=0 (P6)

(no confundir el operador ¢ con el operador 0, defini-
do por la ultima igualdad operacional 0=J-J=0 J para cual-
quier J, para el que se tiene claramente 0/X=0, pero en cam-
bio @/X=<X>).

Otro convenio de notacidn ttil para simplificar la repeti-
cién de las variables arbitrarias X e Y cuando operemos sobre
productos es, dados operadores arbitrarios J, K, L:

J/(K/X L/Y)=J/(KV L®),

es decir, los operadores afectados del superindice (1) ac-
tdan sobre una variable genérica X y los afectados por el su-
perindice (2) actiian sobre la otra variable Y. En el caso fre-
cuente en lo que sigue de que coincidan los operadores Ky L
simplificaremos la escritura aun mas:

J/(K/X K/Y)=J/(KPR)

Descomposicién de promedios de productos
del primer tipo

Partimos de una serie de subconjuntos de indices disjun-
tos entre si: J(1), J(2), ..., J(k). Definimos los operadores S(m)
como los correspondientes a los conjuntos Ulism J(i), es de-
cir, el operador S(m) corresponde a la unién de los J(i) para
i=1,2,..,m. Haciendo S(k+1) = Qy S(0) = ¢, tenemos la des-
composicion de la identidad:

Q=Q - S&K)+(S&K-SkD+...+(SD)-p) +¢

que da

Q-p=(S(k+1)-S(k)) +(S(k)-S(k-1)+...+(S(1)-S(0)) (ED

Consideremos el promedio ¢/((Q-¢)? (Q-@)?)=q¢/(Q-¢)/
X(Q-¢)/Y). Sustituyamos en ambos factores dentro del pro-
medio global segun la descomposicion (E1). Al desarrollar el
promedio en suma de promedio de productos aparecen tér-
minos de la forma ¢/(S(m)/X S(n)/Y), en que podemos su-
poner sin pérdida de generalidad m<n. Aplicando (P5) ob-
tenemos @/(S(m)/X S(n)/Y)=¢/{S(m)/X(S(m) N S())/Y}=¢/
(S(m)/X S(m)/Y). De esta se deriva facilmente que los pro-
medios de términos diferentes del segundo miembro de (E1),
de la forma ¢@/{(S(m+1)-S(m))/X (S(n+1)-(S(n))/Y} con m # n
se anulan sin mds que expandir del producto de promedios.
Quedan por tanto solo los k+1 términos con operadores pro-
medio coincidentes sobre X e Y, lo que da la descomposicién
general del primer tipo, en notacién abreviada:

<QUO>= QW@+ <(S(i)-S{1)0O>

Para el caso mds simple de k=1, haciendo S(1) = J, tene-

mos en notacién expandida:
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<X Y>=<X><Y>+<(Q-J)/X(Q-1)/Y>+ <(U-¢)/XJ-9)/
Y>=<X><Y>+<(XJ/X)/YJ/Y)>+<(J/X-<X>) (J/Y-<Y>)>

Un ejemplo de esta descomposicidn es la (Des.1) mostra-
da al principio, obtenida tomando como conjunto de indices
Q= {longitud, tiempo}, y J como el operador promedio tem-
poral correspondiente al conjunto J={longitud}. El término
<(X-J/X) (Y-J/Y)> representa el promedio total del produc-
to de anomalias temporales, que es el dltimo término [V’ T’]
de (Des.1), y el término <(J/X-<X>) (J/Y-<Y>)> es el tér-
mino [V*T*] de (Des.1), pero escrito en la forma operacio-
nal ligeramente distinta K/{( J/X-<X>)( J/Y-<Y>)}, siendo
K el operador promedio zonal correspondiente al conjunto
K= {tiempo}. La equivalencia de ambas expresiones es una
consecuencia de que en el caso de que una variable X no de-
penda de ningtin {ndice de un conjunto K, i(X)NK=¢, se tiene
K/X=K/{i(X)/X)} = (K i(X))/X=¢/X en virtud de (A.2) y (P3).

Descomposicién de promedios de productos
del segundo tipo

Para el segundo tipo partimos de la descomposicién de la

identidad en un producto de descomposiciones de la identidad:
Q=11_* JA)+J1)" (E2)

Al expandir el promedio <XY>=¢ ((Q/X Q/Y) sustituyen-
do en el segundo miembro los dos operadores identidad Q por
(E2), obtenemos productos de k operadores J(i) 0 J(i)*,i=1,2,...
,k, aplicados a X, y otro producto del mismo tipo aplicado a
Y. Sean P1 y P2 dos operadores del tipo indicado, aplicando
(P5) a ¢ /((P1/X P2/Y) tenemos ¢/((P1/X(P1 P2)/Y). El ope-
rador P1P2 que se aplica sobre Y consta de 2xk productos de
operadores J(i) o J(i)*. Tenemos los siguientes casos:

a) cualquier combinacién en que los dos términos P1 y P2
no sean idénticos se anula, porque contendrd necesariamen-
te para algun i un operador J(i) del primer factor con un J(i)*
del segundo, o viceversa, y en virtud de (P6) es J{)J({i)* = 0
lo que anula el término.

b) quedan por tanto solo las combinaciones con el mismo
operador en los dos, del tipo ¢/((P1/X P1/Y). Cualquier com-
binacion de este tipo en que haya al menos dos J’s y al me-
nos un J* en P1 reduce el término a cero pues, por ejemplo,
J,J,J.*= @ J,*=0 aplicando (P3) y (P6). Queda pues la tnica
combinacién sin ningtn J*(i), que claramente en virtud de
nuevo de (P3) equivale a ¢, y por tanto reduce el término ¢/
((p/X @/Y)=<X> <Y>,ylas k combinaciones que solo con-
tienen un J(i) y el resto del tipo anomalia J(k)*.

Con esto llegamos al resultado, descomposicién generali-
zada del segundo tipo, en notacién sintética:

<QUR> =@+ < (T, J{)*DO>
+Z., <00 11, (K@) > [B]
donde la notacién 1T, ,, J(k)*representa el producto de to-
dos los J(k)* menos J(i)*.

Para interpretar esta descomposicién, veamos que los ope-

radores
M, IO

producen una suerte de anomalias generalizadas en el

siguiente sentido: supongamos que buscamos un operador
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promedio generalizado que aplicado a un X arbitrario pro-
duzca una variable tipo anomalia A/X, es decir, tal que ¢/
(A/X)= 0. Este primer paso se consigue claramente con
A=@* pues ¢ @*=0 segun (P6). Si también queremos que
esté centrado respecto a un operador promedio dado J, es
decir, que se cumpla también J/(A/X)=0, podemos conse-
guir esto definiendo A= ¢*J* y aplicando (P6), J J*=0. Ge-
neralizando, si buscamos un operador A tal que su produc-
to con cada uno de los operadores ¢,J(1),J(2), ..., J(k) sea 0,
podemos tomar A=¢* IT_,_, J(i)*. Su interpretacion serd que
produce anomalias centradas con respecto a cada promedio
J(i). Ademds en realidad sobra el ¢* en la anterior expresion,
pues @ IT . J()*=0 ya que ¢ J*=0 para cualquier J (P6).

Por otra parte los términos de la forma <(J(i) I, J(k)*)
@) > se pueden simplificar considerablemente. Operando
por ejemplo con el primer término de este tipo obtenemos:

JQ) J)*...J(K)*=J1) (Q -J(2)) IB3)*.... DK)*=0U(1)-¢)
JBE)* ... DR*=J1) JB@)*.... DR *-@ JB)*.... NK)*=J(Q1) JB)*....
NK)*-0=....=J(1) J(K)*=J(1) (Q-J(k))=J(1)-¢. Por tanto la des-
composicion generalizada del segundo tipo se expresa en la
forma equivalente:

<QDO>=P@+L __ <((0) - @)V) >+ <(IT__ J{)*) VP>

También podemos operar de forma similar con el térmi-
no de anomalias generalizadas, lo que da, denotando para
cualquier operador J por J*=J-¢, siendo J* es la anomalia del
operador promedio J, la expresion IT__ J()*=0Q*X . J(i)
Por tanto la descomposicién del segundo tipo se puede ex-
presar en funcién exclusivamente de anomalias de prome-
dio en la forma:

<P > =%  <J{)O)>+<(Q-Z ., JHHVP>

En la que en el primer miembro hemos usado la igualdad
<@ > = QW@ - W) que no es otra cosa que la conoci-
da descomposicion de la covarianza de dos variables, y que
por supuesto se prueba sin dificultad con las técnicas desa-
rrolladas:

Cov (X, Y)=E(X Y)-E(X) E(Y)

El caso mds sencillo de descomposicion del segundo tipo,
k=1, conduce a una descomposicién equivalente a la corres-
pondiente al primer tipo. Para k=2 obtenemos la descompo-
sicién ilustrada en (Des.2) al principio del articulo. En efec-
to, haciendo J(1)=J y J(2) =K obtenemos:

<XY>=<X><Y>+<(J-@)/X (J-9)/Y>+ <(K-9)/X (K-¢)/
Y>+<(Q-)) (Q-K)/X (Q-)) (Q-K)/Y>

Se puede verificar sin dificultad que esta coincide con
(Des.2) tomando J como el operador de promedio temporal y
K el operador de promedio zonal.
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